Suites monotones, suites adjacentes.
Application a approximation d’un
nombre réel, en particulier au
développement décimal.

Cadre: Nous prenons pour cadre de cet exposé les suites réelles.

Point de vue axiomatique: R est un corps commutatif totalement ordonné vérifiant la
propriété de la borne supérieure (rappelons qu’un tel corps est nécéssairement archimédien,
ce qui permet en particulier de définir la fonction partie entiére, que nous noterons [.]).

Pré-requis:
o Définitions de suite numérique et de suite convergente.

0.1 Suites monotones.

0, Définition 0.1.1.
| Une suite numérique u est dite croissante si, et seulement si pour tous entiers naturels p et
' ¢, la relation p < g implique u, < u,.
' Une suite numérique u est dite décroissante si, et seulement si —u est croissante.
| Une suite numérique est dite monotone si, et seulement si elle est soit croissante, soit
| décroissante.

Remarque: Pour montrer qu'une suite u est croissante, il suffira, par exemple, de vérifier
que pour tout naturel n, u, < u,11 ou encore, si la suite est a termes strictement positifs,

que uui - <1 pour tout n naturel.

[1 Théoréme 0.1.2.

L De toute suite, on peut extraire une suite monotone.

Démonstration. Soit u une suite numérique quelconque. On dira que ¢ est un indice pic pour
u si, et seulement si pour tout j > 4, u; < u;.

Notons E I’ensemble de tous les indices pics de la suite wu.

e Si F est infini, notons 7; les éléments de E de sorte que i; < 9 < i3 < ... < iy < ....
Définissons la suite v par v, = u;,. Puisque ¢, est un indice pic pour u, u;,,, < u;,
c’est-a-dire v,41 < v,. v est donc strictement décroissante et extraite de u.

e Si E est fini, soit alors py un entier majorant strictement E et posons vy = up,. po n’est
pas un indice pic, donc il existe pi > po tel que up, > uy,. Posons v; = u,,, on obtient
alors v; > wvy. p; n’est pas un indice pic (car strictement supérieur au majorant strict
de E) donc il existe p, > p; tel que u,, > u,,, on pose alors vy = u,, qui est supérieur &
v1. En itérant le procédé on construit une suite croissante d’indice p,, tels qu’en posant
Un, = Up, pour tout naturel n on obtient une suite v croissante, estraite de w.

[ |



0 Proposition 0.1.3.
Monotonie et opérations:
Si u et v sont croissantes, u + v I’est aussi, ainsi que Au pour tout réel A positif.

[J, Proposition 0.1.4.

Monotonie et convergence

Soit uw une suite croissante; Si elle est majorée, elle converge et limu = sup,,cy un, (en partie-
culier, tous ses termes sont majorés par sa limite et méme strictement majorés par sa limite
si la suite est strictement croissante), sinon elle diverge et lim u = +oc.

Démonstration. u est majorée, donc 'ensemble {u,} des valeurs de la suite est majorée et
non vide; la propriété de la borne supérieure nous dit qu’il existe | = sup,cyun tel que
Vn €N, u, <1 et que pour € > 0 fixé, il existe N tel que uy > [ — ¢, or u est croissante donc
uy < up, pour tout p > N ainsi quel que soit n € N vérifiant n > N, u, > [ — ¢ c’est-a-dire
lun, — 1| < €. ]

Comme application de ce résultat, on obtient:

[, Théoréme 0.1.5.
de Bolzano-Weierstrass
Toute suite bornée admet une suite extraite convergente.

Démonstration. Soit u une suite numérique bornée, d’aprés le théoréme précédent, on peut
en extraire une suite v monotone qui sera encore bornée donc convergente. |

0.2 Suites adjacentes.

U, Définition 0.2.1.
} Deux suites numériques u et v sont dites adjacentes si, et seulement si I'une est croissante,
. Pautre décroissante et si u — v est convergente de limite nulle.
0 Proposition 0.2.2.
Deux suites adjacentes u et v sont convergentes, de méme limite L. Si on suppose de plus
que c’est u qui est croissante, on a, pour tout entier naturel 7,

Uy < L < vy

Démonstration. Démontrons cette proposition dans le cas o u est croissante. Alors, v — u
est décroissante, étant de limite nulle, elle est minorée par 0, ce qui prouve que pour tout n
naturel, u, < v, et les croissances respectives de u et v nous indiquent qu’en fait uy < u,, <
vp, < vg. Ainsi, la suite u est croissante, majorée, donc convergente; soit L sa limite. De
méme v converge vers un réel L'. Puisque v — u est de limite nulle, L' — L = 0 c’est-a-dire
L = L'. Enfin, une suite croissante étant majorée par sa limite, on a pour tout naturel n,
Uy, < L et de méme L < v, [ ]

Exemples:



1. Les suites u et v définies par

1 n 1 n+1
un=<1+ﬁ> et vn=<1+ﬁ>

et on notera e leur limite commune.
2. Les suites u et v définies par

n n

1

Up = E—ln(n—i—l) et v,=» ——lnn
k=1 k=1

et on notera v leur limite commune.

3. Les suites u et v définies par

"1 1
unzzp et vnzun—l—ﬁ.
k=1

4. Les suites u et v définies par

2n 1 2n—1 1
Uy = Z E et Vp = E
k=n+1 k=n

5. Les suites u et v définies pour x > 0 par

n(Yz —1)

Uy = P et v, =n(Yz—1).
Démonstration. 1. Rappelons 'inégalité de Bernoulli: Pour n € N* et x > —1,

(1+2)" > 1+ naz.

n
_ n?+2n \" n+2
o\ n2+2n+1 n+1
1 " n+2
- (1= :
(n+1)? n+1
n n+2 -1
> (1= : N |
= ( <n+1>2> ntl 1) T
n“+2n+1-n n+2
(n+1)2 n+1
(n+1)3+1
~ (n+1)3
Up41 Z 1
Up



Donc u est croissante.

1 n+1
Un ( _>

T2
( n—i—l)
(n+1 ntl

Un+1

n+1
n+2 n+2
n+1

n?+2n+1\"" n+1
T n2+2n n+2

"o+
n+2 n+2
n?

AV

n(n + 2 n+2
+2n4+n+1 n+1
nfn+2  n+2

n*+n?+3n°+3n+n+1

n3 + 2n2 4+ 2n2 + 4n
1

n(n + 2)?

n+1 ) n+1

AV

AV

AV

1+

Up 1

AV

Un+1

Donc v est décroissante.

1 n+1 1 n
%—%=G+—> —G+—)=@zm
Ve Ve Ve

donc v, > u, or v décroit, par conséquent: v, < v; donc u, < v;. Ainsi, 0 < u, — v, =
Un < ULy ()
n — n )

. Rappelons ici que pour tout réel x >0, Inz <z — 1.

1
Untl — Up = n+1+ln(n+1)—ln(n+2)
1 n+ 2
= —1In
n—+1 n+1
1 n+2
- > — 1=0.
Unt1 = Un = n—+1 n+1+
Donc u est croissante.
1
Upyl — Up = n+1+lnn—ln(n+1)
1 41 n
= n
n—+1 n+1
B
Untl = Un = n+1l n-+1 o
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Donc v est décroissante. De plus, v,—u, = In(n+1)—Inn =1n (1 + 1) et lim,_ o In (1 + 1) =
0.

3. 1l est clair que u est croissante.

1 1 1
(n+1)2+n+1 n
n+ni4+n—n?-—2n-1

n(n + 1)2

-1
n(n + 1)2
Uny1 —Up < 0

Un+1 — Un =

Donc v est décroissante. De plus, up, — v, = + — 0.

4,
2n+2 2n
1 1
Up41 — Up = Z 7 7
k=n+2 k k=n+1 k
1 1 1

mt2  am+l ntl
M2+ Mm+n+1+202+2n+2n+2—4n? —2n—4n — 2

(2n+2)(2n +1)(n + 1)

1

(2n+2)(2n + 1)
Up41 — Up Z 0

Donc u est croissante.

2n—+1 1 2n—1 1
R I R OF
k=n+1 k=n
1 1

1

2n+1+2n n
M2 +2n2+n—4n? —2n

92(2n + 1)
_ -1
 2n(2n+1)
Unt+1 — Up S 0.
Donc v est décroissante. De plus, vy — Uy = + — 5 = 5= — 0

Corollaire 0.2.3.

Théoréeme des segments emboités
Si ([an,bn]),cy est une suite de segments telle que, pour tout entier naturel n, a, < any; et
buy1 < by et telle que lim(b, — a,,) = 0, il existe un réel z tel que

ﬂ [y, by] = {z}.

neN
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Comme exemple d’application, démontrons la

Proposition 0.2.4.
L’ensemble des réels R n’est pas dénombrable.

Démonstration. Supposons qu’il existe une bijection f de N sur R. Nous définissons alors
une suite d’intervalles emboités selon un principe de trichotomie par les relations suivantes:

[ag, by] = [f(0) + 1, £(0) + 2] et pour tout entier naturel n, [a, 1, b,41] est celui des trois
intervalles

1 1 2 2
anaan+§(bn_an):| ) |:an+§(bn_an)7an+g(bn_an)] ) |:an+§(bn_an)7bn

qui se situe le plus "a gauche" qui ne contient pas f(n+ 1). Soit alors z I'unique nombre réel
commun & tous ces intervalles. Puisque f est bijective, il existe un entier naturel & tel que
z = f(k). Mais par construction f(k) n’appartient pas a [ax, bx] d’on la contradiction. [

Comme autre exemple application on pourra donner une deuxiéme démonstration du
théoréme de Bolzano-Weierstrass:

Démonstration. Si u est une suite bornée, on définit par récurrence, selon un schéma de
dichotomie, une suite d’intervalles emboités ([an,by]),cy telle que, pour tout naturel n, il
existe une infinité d’indices ¢ vérifiant: u; € [ay, b,]. Puis on définit une application ¢ : N —» N
par les relations: ¢(0) = 0 et pour tout naturel non nul £,

o(k) =min{i|s € N,i > @o(k — 1), u; € [ag, b} -

Il est clair que ¢ est strictement croissante et que (u@(n))n oy Converge vers I’unique point
commun 4 tous les intervalles [an, by,). u

Ou encore,

0 Proposition 0.2.5.

Soit f une fonction numérique définie et continue sur un intervalle [a, b] et telle que f(a)f(b) <
0. Alors, f admet au moins un zéro.
De plus, si f est strictement monotone sur [a, b, alors f admet un seul zéro sur [a, b].

Démonstration. On construit par un procédé de dichotomie une suite d’intervalles emboités
définie par: [ag, by] = [a, b] et pour tout entier naturel n,

[an—l—ly bn—l—l] = |Gn, M Si f(a") ) f (b?n) < 0

bn—a .
(i1, bns1] = %,bn sinon

Les deux suites adjacentes (a,) et (b,) vont permettre d’approximer un zéro de la fonction
(en effet, pour tout naturel n, f(an)f(b,) < 0; en passant a la limite on obtient (f(1))? <0
d’ou f(I) =0). n



0.3 Approximation d’un nombre réel.

0.3.1 Approximations rationelles du nombre e.

Soit u la suite de terme général u, = > ©_, % Cette suite est convergente de limite [ < 3.
Démonstration. 11 est clair que cette suite est croissante, on vérifie par récurrence que pour
tout n > 1on an!>2"1 dou

1

Uun S 14 - < 3.

2

Soit maintenant v la suite de terme général v, = u,, + # Alors u et v sont adjacentes et
Vn € N,
Up < I < vy,

Ce nombre [ est en fait le nombre e, base du logarithme népérien.

Démonstration. On a déja vu que u est croissante.

1 1 1

R o T g Y T e
_ n+2 1
 (n+ D+ !
_ n?+2n—(n+1)°
a4+ D +1)!

—1
—v, = <0
tntt = n(n+1)(n+ 1)!
donc v est décroissante et lime, v — u = lim,_,o -5 = 0. n

D’un point de vue numérique, notre premier critére de convergence utilisé sur w nous
donne 'information que pour tout naturel n, u, <[ < 3, on sait seulement que 'erreur | —u,,
est majorée par 3 —uy,, ce qui oblige & calculer u,, (ce qui entraine une certaine incertitude liée
au moyen de calcul). Par contre, la suite v permet de controler ’erreur commise, par exemple,
si 'on veut que l'erreur soit inférieure & 1073, il suffira de choisir n tel que —L; < 1072, soit
n > 6, ce qui fournit 2,718 < [ < 2, 719.

0.3.2 Approximation de 7 par la méthode des isopérimétres.

La méthode provient de la constatation suivante:

Soit P, un polygone régulier convexe ayant 2" (n > 2) cotés, dont le périmétre soit
égal & 2. Sir, et R, sont les rayons respectifs des cercles inscrit et circonscrit a P,, alors:
2nr, < 2 < 2rR,, et donc

1 1
— < r < —.
Rn Tn

Voici une construction qui va permettre de construire P, a partir de P,:
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Notons [AB] un c6té de P,, C' le milieu du petit arc de cercle correspondant sur le cercle
circonscrit & P,, A’ sera le milieu de [AC] et B’ le milieu de [BC].

BI

HI

AI

D’aprés le théoréme des milieux, A'B' = 1AB = -, ce qui est la longueur d’un coté de

P, 1. On a donc R,.; = OA" et r,,1 = OH'. Quelques considérations géométriques nous
permettent alors de trouver les deux suites

V2
4
= /Tp1ft, pourn > 2

1
ry =
P4 et T2 =

™+ R
Tn & Tt pour n > 2 R,

Tnt+1 = 9

dont on peut prouver qu’elles sont adjacentes et approximent % avec une erreur inférieure a
(i)n_2 (Ry — 19) & la n'®™® étape.

Démonstration. D’aprés le théoréme de thalés, on a immédiatement que H' est le milieu de
[HC], ainsi OH' = R, — HC, mais HC = R,, — r,, donc

1 1 R, +r
OH' =R, — -R,+ -1, = ——".
PR 2
Montrons maintenant que Ry, 1 = \/Tns1 Ry, Cest-a-dire OA'* = OH' - OC.
On constate tout d’abord que A’H'O et AA’O sont des angles droit: Du fait que C' soit le
milieu de 'arc AB, AC' = CB, or OA = OB donc les triangles OAC et OC B sont semblables

et donc (OC) est axe de symétrie de la figure. Ainsi, AHO est droit, or d’aprés le théoréme
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des milieux [A’B'] est paralléle & (AB) d’ou ATH'O est droit. (A'O) est la médiane du triangle
isocéle AOC; c’est donc aussi sa médiatrice et par conséquent AAO est droit.

Le théoréme de pythagore appliqué dans les triangles rectangle OA’A, OH'A' et A'H'C
donne successivement; OA'? = OC2—A'C?, OA'* = AH'*+OH'? et AH'®> = AC*—CH'?,
ainsi en sommant les deux premiéres égalités, on obtient:

20A% =0C?2 -~ CH'* + OH'*.
Or, CH' = OC — OH' donc

204”7 = 0C?—-(0C - OH')?+ OH"
0C? — 0C? +20C -OH' — OH'* + OH'?

20C - OH'.
D’ou les suites proposées.
Pour n > 2,
Tn+1 —Tn = —Tn
2
R —
= "2T">0 car R, > rp,

R,y — R, = AV Tnt1Bn — Ry
Tnt1Rn — Ri
Vo1 By + Ry
iR, — 2
Vo1 By + Ry
1 Rn(rn - Rn)
2 VB, + Ry,

<0 carR,>rm,

et

™+ R
Rn—l—l_rn—l—l = vV Tn—l—an_ = 9 =

roB, + R2 _ Tt R,

2 2

Tn Rn—I—R?1 _ 1",21—1—21"71 Rn—I—R?1
2 4

Rn—l—l + Tn—i—l
2 2
Rn — Ty
Rn—l—l + Tn—i—l

(B — 1) -

R, +r,
Rpi1 4+ 741
——

Bl s e

=Intl oy
"n+2 —

car (ry,) est croissante

1
4 : (Rn - Rn)

IA
|

Rn—l—l — Tn+1



et une récurrence immeédiate nous donne:

1 n—2
OSRH_TW,S<Z> (R2—7"2)

donc (R,,) et (r,) sont bien adjacentes. u

0.3.3 Approximation d’un point fixe d’une application monotone
contractante.

Soit f une application contractante d’un intervalle [a,b] dans lui-méme, alors elle admet
un unique point fixe L dans [a,b]. Supposons de plus f monotone et soit « € [a,b] et u la
suite définie par les conditions:

Ug = &
Uns1 = f(uy), pour tout entier naturel n -

Alors,
(i) si f est croissante, u est monotone, convergente vers L,
(ii) si f est décroissante, les suites v et w définies par v, = ug, et w, = ug, 1 sont
adjacentes et convergent vers L.

0.3.4 Deéveloppement décimal d’un nombre réel.
Théoréme 0.3.1.
Soit z un nombre réel. Il existe une seule suite (wy) vérifiant:

1. wy €%

2. Vn € N*, w, € ]0,9]

3. Il existe une infinité d’indice ¢ tel que w; # 9

4.
by

keN

| Cette suite est appelée le développement décimal illimité de x.

Démonstration. Si une telle suite existe, les quatres conditions nous donne alors que

wo = [g]
wy, = [10"z] — 10 [10" ], Vn>1"

ce qui prouve son unicité sous réserve d’existence. Il reste donc a vérifier que la suite (wy,)
ainsi définie vérifie bien les conditions 1., 2., 3., 4..
— La condition 1. est immédiate.
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— La condition 2. s’obtient & partir de I’encadrement
[10"'z] < 10" 'z < [10" 2] +1
d’ou
10 [10™'z] < [10"z] < 10 [10"'z] + 10

c’est-a-dire
10 [10"'z] < [10™z] < 10 [10™ 'z] + 9.

— Pour la condition 4., on pose pour tout entier naturel n,

n

Z Wy

T = —_—

" 10%

k=0
. . . 107

et on vérifie par récurrence que pour tout entier naturel n, z, = [lonw] etque z, <z <
Ty + 10% et en se rapportant a la démonstration du théoréme du second paragraphe, on
a que les suites de terme général z,, et =, + 15 sont adjacentes, de limite .

— Si & partir d’un certain rang p, tous les termes de la suite (w,) étaient égaux a 9, on

aurait 9 1
T-m= ) TE =i
k>p+1

ce qui est en contradiction avec z < z, + 10%,.

0 Proposition 0.3.2.
L Un nombre est rationnel si et seulement si son développement décimal illimité est périodique.

Démonstration. L’idée de la démonstration: En utilisant les notations du paragraphe 2; chaque
numérateur p,, des fractions décimales wu,, s’obtient en divisant a X 10™ par b. Le numérateur suivant
Pn+1 S’obtiendra & partir de la division précédente en placant un zéro & droite du reste partiel
précédent, or tous les restes sont inférieurs au diviseur b. Ainsi aprés b divisions au plus, on retrouvera
un reste déja trouvé donc le méme chiffre au quotient.

Soit x = § € Q, p, s’obtient comme quotient de la division euclidienne de a - 10" par b;
notons r,, le reste de cette division:

a-10"=p,-b+r, avecr, <b.

Pn = [10 5:| et Pn+1 = [10 +15:| .

a 10" = pub+rapg
106 - p, + 107,

Par conséquent,
10Tn = (pn—l—l - 10pn) b+ Tn+1y

donc 7,4 est le reste de la division euclidienne de 107, par b. Or (r,,) ne prend qu’un nombre
fini de valeur puisque majoré par b, donc il existe k¥ € N tel que r,, = x4, pour tout n (on
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peut supposer qu’il n’y a pas de partie non périodique en multipliant  par une puissance de
10 suffisemment grande).
Montrons que wpy1 = wgy1: On a

a-10" = pub+ 1y,

a- 10" = pu1b + roy,
a-10F =pb+ry

et
a- 10" = peiib + Ty

Wp4+1 = Pn41 — 10pn
a-10""t —r, 1 —a-10"1+10 -7,
b

107y — Ty
b
a- 1081 — 10 - bp — a - 108 + bpy 4
b

= Pr+1—10-py

Wg+1-

Wnp 41

Réciproquement, si £ = wy, wiws . . . WrWr1Wk+2 - - - WitnWrt1Wkt2 - - - Whtp - - - alOTS

B B

10% + 10k+n + 10%k+2n T

L AL B 1Y’
= YT ok T 10k 2\ 107

r = U+

Cwi AL B 1 1
I TS TR TR
107
B 1

+ —-

T = Ut ok T IgE 10n—1
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