Fonctions exponentielles.

Pré-requis:

o Notions de limite en un point de R, de continuité et de dérivabilité pour les fonctions
réelles de la variable réelle, avec notamment:
— Le lien entre sens de variation et le signe de la dérivée.
— Le lien entre convexité et le signe de la dérivée seconde.
— Le théoréme de dérivation d’une fonction composée.

o Le théoréme d’existence d’une bijection réciproque pour une application continue et
strictement monotone sur un intervalle et les propriétés de cette réciproque.

¢ La connaissance des fonctions logarithmes:

—~ Sia e Ry \ {1}, alors

1
loga:xeRi — a7
Ina

ol In est le logarithme népérien.
— Ces fonctions sont des bijections continues et strictement monotones de R! sur R,
solutions de I’équation fonctionnelle f(zy) = f(z) + f(y).

0.1 Introduction.
Pour tout réel @ non nul, Papplication f, : n € Z — a™ (avec la convention a® = 1)
satisfait a:
fa(n+m) = fo(n)f.(m) pour tous entiers n et m.

Pour ¢ € N*, on définie
zeR, — ¥z

I'application réciproque de z € R, — z9.

Lorsque a > 0, on note ¢« le nombre /a.
Si 7 est un rationnel dont un représentant est % avec p € Z et ¢ € N*, on pose

1\P
a = (aE)
et on montre que 'application f, : r € Q — a" satisfait aussi 4 la condition:

fa(r + 3) = fa(r)fa(s)

pour tous rationnels a et s.
Il est donc naturel de rechercher ’ensemble £ des applications f de R dans R, telles que
pour tous réels z, y:

flz+y) = f()f(y)

€ est non vide puisque la fonction nulle en fait partie.
Si f € € et si f s’annule en un point a alors f = 0, en effet

fl#)=flz—a+a)=flz—-a)fle =0
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Si f e &\ {0}, alors f > 0 car f(z)=f (%) f(%).

Les éléments de € \ {0} sont donc des morphismes de groupes de (R, +) vers (R}, x). Or
les fonctions logarithmes sont des isomorphismes de (]Ri, ><) vers (R, +); leurs réciproques
fourniront des éléments de € et nous montrerons que 1’on obtient ainsi tous les éléments
continus de €\ {0}.

0.2 Définition des fonctions exponentielles. Premiéres consé-
quences.

0, Définition 0.2.1.
' Sia € R\ {1}, on appelle fonction exponentielle de base a la bijection réciproque de la
| fonction logarithme en base a.
' On note cette fonction exp,.
¢ L’application exp, est une bijection continue et strictement monotone de R vers R*,
caractérisée par:
y=exp,z log, y*= z
z€eR y € R,
En particulier, exp,0 =1 et exp, 1 = a.
o Cette application est un morphisme de groupes de (R, +) vers (R}, ). c’est-a-dire:

V(z,y) ER®, exp,(z +y) = (exp,(z)) (exp,(y)) -

[J Propriétés 0.2.2.

1. Vz € R,
1
exp(—5) = .
2. V(z,y) € R?,
(o —y) =t
a

3. Vn € N* et Y(z1,29,... ,2,) €1 R",

n n
exp, (Z xz) = H exp, (z;)-
i=1 i=1

4. Vx € Ret Vr € Q,
exp,(rs) = (exp, z)".
Démonstration. Pour 4., il suffit de considérer le logarithme en base a de chaque membre, en
- rappelant que log, y" = rlog, v. [ ]

Notations: D’aprés 4., Vr € Q, exp,r = a". La fonction exp, prolonge donc a R
Papplication f, : 7 € Q — a” et étant la formule f,(r + s) = f,(r) fo(s) aux réels.
Cette remarque conduit a poser la notation:

a® = exp, T.



0, Propriétés 0.2.3.

Vz € R, Va € R} \ {1} on a:
1.
a® = ewlna.
2.
Ina® = zlna.
3.
L (a®)¥ = a™.

Démonstration. Pour 1., il suffit de passer au log, dans chaque membre et 2. en découle.
En appliquant 2. on obtient

In(a®)! =ylna® =zylna
d’on
log,(a®)¥ = zy.
]

Sia=1,alorsVz € R, "% =1et Vr € Q, a" = 1 il est alors légitime de
poser
VreR, 1*=1.

0.3 Etude des fonctions exponentielles.

Afin de réduire les énoncé a leur "taille minimale", seul le cas de la fonction exp, (notée
exp) sera détaillée dans ce qui suit.
L’adaptation des preuves dans le cas des fonctions exp, est immédiate en remarquant que

exp, =expof ou f:z€R—zlna.

[1 Théoréme 0.3.1.

L La fonction exp est dérivable sur R et coincide avec sa dérivée.

Démonstration. Conséquence immeédiate du théoréme de dérivation d’une fonction réciproque,
en notant que la fonction dérivée de In ne s’annule jamais. [ ]

Ya > 0,
exp, = (Ina) exp, .

(I, Corollaire 0.3.2.
Soit u une application d’une partie D de R vers R, dérivable en un point zy de D. Alors,
Papplication f: x € D +— exp(u(z)) est dérivable en z; et on a:

f'(zo) = ' (wo) f (0)-



Théoréme 0.3.3.
Avec les notations précédentes on a:
(1)
e -1
lim P = =1,
z—0 T
(i)
lim expx = +o0.
T—+00

(iii)

lim expz = 0.

2——o00
(iv) Ve € R,

i ST
(v) Yo € R,

lim |z|*expz = 0.
- T—r—0C0

Démonstration. Pour (i) il suffit de remarquer qur c’est la dérivée de exp en 0.
Pour (ii) et (iii) il suffit d’écrire respectivement:
Soit A > 0, alors Vx > In A, on expz > A.
Soit € > 0, alors Vo < Ine, on a0 < expz < €.
Pour (iv) on utilise le fait que

Inz
lim — =0
T—+oc0 T
et on écrit
r*  exp(alng)
exp - exp x

— exp <x (ah%‘"” _ 1)) ,

et I'on conclut en remarquant que cette fonction de = est strictement positive et tend vers 0
en +oo.
(v) résulte du fait que

(=2)*

(e —
|z|*expz = exp(—2)

lorsque z < 0 et de (iv). n
Exercice: Vérifier que pour « réel, on a:

a® +oo sia>1
0 si0<a<xl1’



0.4 Résumé et représentation graphique.

Voici le tableau de variations de exp sur R:

exp’ 4’7
+00
exp /
0

Le plan étant muni d'un repére (O, 77, 7’), on interpréte les résultats précédents; asymp-

tote (O, 7’) et branche parabolique (O, 7’) On signalera que la fonction exp est convexe en
donnant une représentation graphique, cette derniére se déduit de la représentation graphique

de In par la symétrie d’axe (O, 2’ + 7) de direction 7" — 7.
Qo
3]
7
O KX




0.5 Les solutions continues de "f(z +y) = f(x)f(y)".

Rappelons que toute fonction non nulle prend ses valeurs dans R , et que les fonctions
exponentielles sont des solutions: montrons que se sont les seules:

Théoréme 0.5.1.
Soit f une solution continue de I’équation fonctionnelle considérée. Alors:
(i) Vz € R, Vr € Q,
flrz) = (f(=z))".
(i) Vz € R,
f(z)=a® ona= f(1).

Démonstration. On démontre tout d’abord par récurrence sur n que Vo € R, Vn € R, f(nz) =

(f(z))™ en remarquant que pour n =0, f(0) =1 (car f(0) = f(0)f(0)).
Ensuite, on montre que Yz € R, Vn € Z, f(nz) = (f(z))" en observant que f(0) =

f(z)f(=z) et donc f(—z) = 7 puis que pour n entier négatif:

f(nz) = f(=(=nz)).

Posons r = g ol p € Z et ¢ € N*. Alors

-G« ()~
soa)=(1(2)) = Gy

Posons a = f(1), nous venons de montrer que Vr € Q, f(r) = a”. Soit z un réel et (r,) une
suite de rationnels qui converge vers z. f étant continue en z on a f(z) = lim(f(r,)) = lima™
et la continuité de la fonction exponentielle permet de conclure. [ ]

d’on

Les fonctions continues sur R et solutions de I’équation fonctionnelle
f(z +y) = f(z)f(y) sont la fonction nulle et les fonctions exponentielles.



