Fonctions dérivées. Opérations
algeébriques. Dérivée d’une fonction
composée. Exemples.

Cadre: Les fonctions numériques f définies sur £ C R et & valeurs dans R.

Pré-requis:

<

o000

Notions de limite et de continuité pour les fonctions de R dans R (opérations algébriques
et théoréme de composition des applications continues)

Notion de dérivabilité en un point d’une fonction de R dans R:

Soit f: E C R — Ret a € Enonisolé. On dit que f est dérivable en a si, et seulement

si
f(z) = f(a)
erE —_ =
ve B\ (o) s 1O
admet une limite finie en a que 'on notera f'(a) ou encore si, et seulement si

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + &(z)(z — q)

avec lim, € = 0.

Si f est dérivable en a, alors elle est continue en a.
Notion de dérivée & gauche et de dérivée a droite.
Les définitions des fonctions cosinus et sinus.

Les formules trigonométriques.

Introduction.
Le titre de ’exposé précise bien "fonctions dérivées"; il ne s’agit donc pas de présenter

une lecon sur la dérivabilité en point. Nous nous contenterons ici de donner un formulaire
avec leurs domaines d’applications. Par conséquent, on centrera l’exposé sur les opérations
algébriques et la composition, qui permettent de calculer les dérivées des fonctions construites
a partir des fonctions élémentaires.

0.1 Fonction dérivée d’ordre 1.

0.1.1 Définition.

S Définition 0.1.1.

Soit E une partie de R, f : E — R, et E; 'ensemble des points de E en lesquels f est
érivable.
i E est non vide alors ’application

z € Ey — f'(z)

est appelée la fonction dérivée de f (ou dérivée d’ordre 1 de f) et notée f' (ou encore f(V)).
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E; peut étre vide; considérer la fonction

0 sizeR\Q

f:x€R|—>{1 sizeQ

Exemples:
¢ La fonction dérivée de la fonction constante est nulle et celle de 'identité vaut 1.

Démonstration. e Soient f : x € E — ¢ avec ¢ une constante et a € FE, alors
Vz € E\ {a}, MZO,
T —a

d’ou le résultat.
e Soient f:x € E— xz et a € E, alors

vee B\ {a}, 1B 1@ _,

Tr—a

?

d’on le résultat.

o La fonction dérivée de z € R* = L est z € R* > — .

Démonstration. Soient f:x € R* — % et a € E, alors

Ve E\{a), @@ _s-a_ 1

r—a Tr—a Ia

d’on le résultat.

¢ La fonction dérivée de z € R+ |z] est z € R* > 2

el

Démonstration. 11 suffit de rappeler la définition de |z|:

-z stz <0
|x| = T sinon

. Py 1
¢ La fonction dérivée de z € Ry — \/z et z € R} N

Démonstration. Soient f:x € R* — % et a € E, alors

wep\ (), [@-1@_Vi-va_ (Ei-VaE+ve 1

z-a z-a (z—a)(Vz+va)  Va+a

d’ott le résultat.
o La fonction dérivée de z € R — " (n € N*) est z € R+ nz™ !,
Démonstration. ¥(a, h) € R?,

(a+h)" =) CEhFa"™* = a" + na"'h + Oy (h%).
k=0



¢ En admettant que la fonction sinus est dérivable en 0 avec (sin)’(0) = 1, on a alors

(sin) :z € R cosz et (cos) :z € R— —sinz

Démonstration. Posons pour tout A non nul,

sin(a + h) —sina
T =

h/ 7
on a alors par les formule trigonométriques que:

sinacosh + cosasinag — sina
’]':

) cosh—1+ sin h
=sing- ———— +cosa-
h h h '’
comme cos h — 1 = —2sin® %, on obtient
, . h sin sin h
T=—sina-sin - -

% —+ cosa

n h
qui admet pour limite cosa. On établit le second résultat de la méme fagon.

0.1.2 Opérations algébriques.

ES

Notons D(FE) l'ensemble des applications de E C R dans R qui sont dérivable sur E.
Théoréme 0.1.2.

Soient f et g deux éléments de D(E). Alors:
1.

f+geDE) et (f+9)=f+7.

fg € D(E) et (fg) = fg+fg'

3. Soit a € E tel que g(a) # 0, alors il existe un intervalle I, ouvert centré en a tel que
soit définie sur I, N E et g € D(ENI,) avec

(f)'_ f'g— 14
g/ ¢

9

f
g

Démonstration. Soit a € E,

1. évident.

2. Pour tout z € E'\ {a},

(fg)(fﬂi - ifg)(a) _ f(fv; - i‘(a) - 9(z) + F(a) - g9(z) — g(a)

et on conclut en rappelant que g est continue en a.

Tr—a
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Y,

3. g est continue et non nulle en a d’ou 'existence de I, ol g est non nulle.
Vz € (I, N E)\ {a},

1L (1 1\ 1 g@-g
x—a<g(w) g(a)>_ g(z)g(a) z—a

! !
Donc (é) (a) = — 52((‘2)) et on conclut grace a 2. en remarquant que 5 =f-

@ [

Corollaire 0.1.3.
Si f est un élément de D(E) et A un réel, alors:
1.
Af € D(E) et (Mf)' =Af'.
2. Vn € N*,

f"e€D(E) et (f°) =nfr'f.

Démonstration. Dans 1. et 2. on utilise la deuxiéme insertion du théoréme, pour 2. on

I’établit par récurrence.

Conséquence: D(FE) est un sous-espace vectoriel des applications de E dans R.
Exemples:

¢ On retrouve la dérivabilité de z — 2™ (z € R et n € N*) que l'on peut désormais

étendre pour z € R* — z™ (n < —1) qui a pour dérivée z € R* — nz" L.

¢ On en déduit qu'une fonction polyndéme posséde une fonction dérivée sur R, et qu’une

fonction rationnelle & une fonction dérivée sur son domaine de définition.

o L’application .
sin x
x € FE—tanz =

oll Ez{z—i—lm:kEZ}
COS T 2
est dérivable sur F et
(tan)’' = B + tan?
cos? '

Exercice: Montrer que pour tout n € N*,

n2" ! = i kCE
k=1

en dérivant de deux maniéres différentes (1 4 z)".

0.1.3 Dérivée d’une fonction composée.

Théoréme 0.1.4.
Soient f: E - Ret g: F = R, avec f(E) C F et a un point de E.
Si f est dérivable en a et g dérivable en f(a) alors g o f est dérivable en a et

(gof)=(g"of)f.



Démonstration. Soit h la fonction définie sur F' par

9(y) — g(f(a)) .
M) =3 v—fla  SvFI@
g'(f(a)) siy = f(a)

elle est continue sur F et

o) = 9 (@) _ 5 F@) = Fa)

Tr—a r—a

La continuité de f en a et celle de h en f(a) assure le résultat. u
Conséquence: Si f € D(E) et g € D(E) alors go f € D(E).
Exemples:

o En composant f avec  — L on retrouve la dérivation de } énoncé plus haut.
o Soit f : E — Ry; pour tout point ¢ de E en lequel f est dérivable et non nulle,

Papplication h : ¢ € E +— 4/ f(z) est dérivable en a et

S
h' = .
2Vf

o Soit F une partie de R telle que si x € F alors —x € E. Si f est dérivable en —a alors

g:zx € E— f(—z) est dérivable en a et 9, =1 .-
On en déduit que la dérivée d’une fonction dérivable paire (respectivement impaire) est
impaire (respectivement paire).

o Soit F une partie de R telle qu’il existe un réel 7" non nul pour lequel z € E si, et

seulement si x + 7T € E et f: E — R ayant T pour période.
Si f est dérivable en a € E alors f est dérivable en tout point de la forme a 4+ nT ou
n €7, et

fla+nT) = f'(a).
Conséquence: Si f est définie sur R de période T et dérivable sur un intervalle du
type [zo,zo + T alors f est dérivable sur R et f’ est de période T

0.2 Dérivées d’ordre supérieur.

N Définition 0.2.1.
Soit f: E — Retne N

1.

2.

On dit que f est dérivable a 'ordre n sur E (ou admet une dérivée d’ordre n, ou encore
une dérivée n-iéme) s’il existe des applications fy, fi,... , fn_1 dérivables sur E, telles
que:

fo=1f
fr+1=fi pourtout k € [0,n—2] °
La dérivée d’ordre n est alors (f,_;)": on la note f(.

On dit que f est dérivable a l'ordre n (ou admet une dérivée d’ordre n, ou encore une
dérivée n-iéme) en a € E si il existe E,_ C E avec a € E,,_4, tel que f soit dérivable a
I'ordre n — 1 sur E,_; et tel que f™~Y soit dérivable en a: on écrit alors f™(a) pour

(/1) (a).



Y,

E.

R.
Proposition 0.2.2.

o f est dérivable a 'ordre n sur F si, et seulement si f est dérivable & ’ordre n en tout
point de E.
o V(m,n) € N2
Fimtm = ( f(n))<m>

en prenant pour convention f = f.

o Soit p € N. L’application f : x € R+ z? est indéfiniment dérivable sur R (c’est-a-dire
que pour tout n € N*, f admet une dérivée d’ordre n sur R) et pour tout entier naturel
k, on a pour tout z réel:

p!

fOz) =14 (p—k)!
0 sik>p

2PF si0<k<p

avec la convention 0° =1 et 0! = 1.
o Soit o € R. L’application f : z € R\ {a} — L est indéfiniment dérivable sur R\ {a}
et pour tout n on a:

—1\p!
() (g) — (D"t
f¥(z) (z — a)m+t
Notons I’ensemble des applications de F dans R, ayant une dérivée d’ordre n sur

D"(E) est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des applications de E dans

(Formule de Leibniz)
Si f et g sont deux éléments de D"(E) alors il en est de méme pour fg et

(F9)™ =) Crf®gnb.
k=0

Démonstration. Le résultat est clair pour n = 0 et pour n = 1, il résulte de (fg)' = f'g+ f¢'.

Soit m > 1, supposons la proposition vérifiée au rang n — 1: Si f et g appartiennent &

D™(E) alors f'g + fg' € D""'(E) c'est-a-dire (fg)' € D" '(E) et donc (fg)™ existe.

(F9)™ = ((Fa))""
= (19" 0+ (fg)"

n—1 n—1
= S Ck fEgtR L ST CE | B gk
k=0 k=0

(par hypothése de récurrence)

n n—1
= S ki fWgnh L STk By
k=1 k=0

= Crol fMg+ ) (Chl+CE_) f®g® 4 Cl_, fg™™
- P ~ d —~
=G, =Ck =



