ES

Fonctions convexes.

Cadre: Fonctions numériques définies sur un intervalle I de R, non vide et non réduit a

un point.

Pré-requis:
o Si f est continue sur I, dérivable & droite (respectivement & gauche) sur I, il y a

équivalence entre f; > 0 (respectivement f, > 0) sur I et f croissante sur I.
¢ La notion de convexité d’une partie X de R2.

0.1 Fonction convexe.

Théoréme 0.1.1.

Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) ¥(z,y) € I?, Vt € [0,1],
fllz+ (1 =t)y) <tf(z) + 1 -1)f(y)

(i) VY(z,y,2) € I*, la relation z < y < z implique:

1) - 1) _ f2) — 1)

y—x o Z2—Z
. ()= (@) _ 1) = 1)

22— - Z2—=Y
. f) — f@) _ ()= F)

y—z ~  z-y

(iii) V(z,y,2) € I3, la relation z < y < z implique:

=16 6= @) _ 16)-16)

Yy—x B Z—x Z—=1Y
(iv) Va € I,
f(z) — f(a)

F,:xel —>
vel\{o} — 1

est croissante sur I\ {a}.
On dit que f est convexe si, et seulemnt si f vérifie ces propriétés et on dit que f est concave

si, et seulement si —f est convexe.

Puisque z < y < z, alors y =tz + (1 —t)z avec t €]0, 1], ainsi

Démonstration. (i) = (ii)

fly) = f=)  E=Df(@)+1A-1)f()
- (t-Dz+(1-t)z

y—x
f(z) = f(=z)



y=tz+ (1 —t)zdoncz =1y + (1 — 1)z don,

f&) ~ 1) _ FE&) =) - (1= f()
Z—x _\ z—%y—(l—%)z J
1) = 1)
Z—y
La troisiéme inégalité provient des deux autres.
(i) = (iii) | Supposons que 'on ait:
) - @) _ 1) - (@)
Yy—x - 2=

alors
(z = 2)(f(y) - f(2)) < (y —2)(f(2) — f(=))

car z —x > 0 et y —x > 0, en développant:

2f(y) — 2f(z) — 2 f(y) + 2f(z) S yf(z) —yf(z) — zf(2) + /()

2f(y) —zf(x) —xf(y) —yf(2) + yf(z) + 2 f(2) <O.
:=VN
or F)— @) 1) - 1) N
z)— flz z)—fly)
P P T

On ferait de méme en supposant I'une des deux autres inégalités.
(iii) = (iv) | Il suffit d’écrire (iii) avecz <y <@,z <a<yeta <z <y.

(iv) = (i)

fltz + (1 - t)y) — f(2)
tr+(1-t)y—=
%(t—l)(aﬁ—y)‘i‘f@)
cartz+ (1-t)y<y

ftz+ (1 -1t)y)

(t—1)(z—y)+ f(=)

IA

0.2 Continuité et dérivabilité des fonctions convexes.

Proposition 0.2.1.
Si f est une fonction convexe sur I, alors f est dérivable & droite et & gauche en tout point

de I done continue sur I. De plus, pour tout a € I, f;(a) < fi(a). Enfin, les fonctions f, et

o
[ sont croissantes sur 1.



Démonstration. Soit x < a < y, alors

f@)~ (@) _ f(z) - f)

r—a - r—vy
or
i 1@ = 1) _ fla) = £(0)
Tl oY a=y

est fini donc lim,_,q 5<q Fu(x) existe car F, est croissante majorée.
Pour la limite & droite on fait de méme avec y < a < x:

@) - 1@ _ f@) - 1)
zT—a -y
Le reste découle directement du fait que Fj soit croissante. [ ]

0.3 Critéres de convexité.

% Proposition 0.3.1.
Supposons I ouvert. Alors f est convexe sur [ si, et seulement si les trois propriétés suivantes
sont satisfaites:

1. f est continue sur I.

2. f est dérivable a droite sur I.

3. f} est croissante sur 1.

Démonstration. La proposition précédente donne le sens direct puisque I ouvert implique
I=1.

Pour la réciproque, z, y et z étant donnés dans I tels que z < y < 2, on introduit la
fonction g définie sur I par

g(t) = f(t) = fly) = (t — v) faly).

Cette fonction est continue sur I, dérivable a droite sur I et ¢/,(t) = f3(t) — fi(y). Il en résulte
que g est décroissante sur [z, y] et croissante sur [y, z]. On arrive alors a:

fW) = 1@ _ gy < 16 =1W)
y—z TS -y

Proposition 0.3.2.

o]
Supposons f continue sur I et dérivable sur I. Alors f est convexe sur I si, et seulement si
o]
f' est croissante sur 1.



Démonstration. La partie directe résulte de la proposition précédente car si f est convexe sur
o]

I elle ’est a fortiori sur 1. .
Réciproquement, si on suppose f’ croissante sur I, la proposition précédente permet d’af-
firmer que f est convexe sur I.

Supposons que I = [a,b] avec a < b et a réel. 1l suffit de prouver que si z et y sont deux
réels de I tels que a < z < y, alors

1@)= (@) _ f) = @)

r—a - Yy—x

Mais la convexité de f sur ;ntel nous assure que pour tout réel u tel que a < u <z < y, on a

@)~ 1) _ 1)~ 1)
T—u - y—-z
La fonction f étant continue en a, un passage a la limite permet de conclure. [ ]

0.4 Interprétation géométrique de la convexité d’une fonc-
tion.

Soit P un plan affine réel et (O, 7, 7) un repére de P et C; la courbe représentative de

f dans ce repére.

Pour tout point  de I, on note M, le point de coordonnées (z, f(z)).

Un point A de coordonnées (a, b) sera dit en dessous (respectivement au dessus) de C; si,
et seulement si a € I et b < f(a) (respectivement b > f(a)).

Nous dirons que C; est en dessous (respectivement au dessus) d’une droite d de P si, et
seulement si pour tout x de I, les points de d d’abscisse £ ont une ordonnée inférieure ou
égale (respectivement supérieure ou égale) & f(z).

Enfin, nous appelerons de f I’ensemble des points de P situés au dessus de Cy.

Sl




% Proposition 0.4.1.
Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) f est convexe sur I.
(ii) Y(z,y) € I? tel que z < y, tout point du segment [M,M,] est au dessus de la courbe
Cy.
(iii) L’épigraphe est une partie convexe du plan P.

Un autre point de vue est de chercher & caractériser les fonctions convexes par ses fonctions
affines d’appui:

%, Définition 0.4.2.
Soit a € I et h une fonction affine telle que h(a) = f(a).
On dit que h est une fonction affine d’appui de f en a si, et seulement si

1 Veel, k)< f(z).

La droite représentative de h est alors appelée d’appui de C¢ en M,.

Proposition 0.4.3.
Supposons I ouvert. Alors f est convexe sur [ si, et seulement si €; admet au moins une
droite d’appui en chacun de ses points.

Démonstration. Si f est convexe, alors notre premier critére de convexité nous donne:
Vael et Vo el, f(x) > fla) + (z — a) fy(a).

Soit h(z) = f(a) + (z — a)m une droite d’appui en M,. Pour (z,y) € I? et ¢t € [0, 1], posons
a =tz + (1 —t)y. Les points M, et M, sont au dessus de la droite d’appui en M, donc tout
point de [M,M,] est au dessus de cette droite d’on

ha) <tf(z) + (1= 1)f(y).

Proposition 0.4.4.

o]
Supposons f continue sur I, dérivable sur I. Alors, f est convexe sur [ si, et seulement si la

tangente a C; en chacun de ses points d’abscisse dans I est droite d’appui de C¢ en ce point.

0.5 Inégalités de convexités.

On appelle ainsi toute inégalité qui se démontre en utilisant la convexité d’une certaine
fonction.

Exemples:
o Vxr € R,
e >1+ux.
o Vz €] — 1,400,
In(l1+42) <z.



Y,

o Vz € [0,7],
sinz < z.
o Vx € [0, g],
2
—xSSinx.
s
o Vz € [-1,400[, n € N¥,
1+z)">1+nz

(inégalité de Bernoulli).
o Pour z, y, p et g des réels strictements positifs tels que % + % =1,

Proposition 0.5.1.
Si f est convexe sur I, pour toute famille (z;)i1<i<n de n (n > 2) points distincts de I et
toute famille (A;)1<;<n de n nombres réels vérifiant:

Vie[1,n], A >0

d =1 ’

i=1
on a
n n
=1 =1
Démonstration. Par récurrence. ]

Exercice: Montrer qu’un polygéne convexe inscrit dans un cercle a un périmeétre maximal
lorsque celui-ci est un polygone régulier.

Démonstration. Commencons par faire un dessin:

M;M; 1, = 2sin % donc en notant P, le périmétre:

n ) ez
P, = Z 2sin 2
i=1

6



avec 0; €]0,2x[. Or le sinus est concave sur [0, 7] donc

n n
1 . ei . ei . T
E ﬁsmggsm(g %>=smﬁ

i=1 i=1

donc

.
P, < 2nsin —
n

qui est le périmétre d’un polygone régulier.



