Fonctions a valeurs réelles continues en
un point a de R. Opérations algebriques,

composition. Prolongement par
continuité d’une fonction en un point.
Image d’une suite convergente par une
fonction continue.

Cadre: Les fonctions numériques a valeurs réelles.

Pré-requis: Les suites convergentes (En particulier, le critére de Cauchy).

0.1 Fonctions continues en un point.

[, Définition 0.1.1.
' Soit D une partie non vide de R, f une fonction de D dans R et a un point de D.
' La fonction f est dite continue en « si, et seulement si

I
I
| Ve >0,3da>0telquez € Det |z —a|l| <a=|f(z)— fla)] <e.
|
I
\

La fonction f est dite continue & droite (respectivement & gauche) en a si, et seulement si

' la restriction de f a D N [a, 00| (respectivement DN] — 0o, a]) est continue en a.

| Enfin, nous dirons que f est continue sur une partie A de D si elle est continue en tout

| point a de A.

0 Proposition 0.1.2.
L La fonction f est continue en a si, et seulement si elle est continue & droite et a gauche de a.

Remarques: Si a est un point isolé de D, f est continue en a.
Si @ est un point isolé de D N [a, +o0o[ (respectivement DN] — 00, al), f est continue &
droite (respectivement & gauche) en a.

0.2 Opérations algébriques et composition.

[J Proposition 0.2.1.
Si f et ¢g sont continues en a, f + g, Af avec A € R et fg sont continues en a.
Si de plus, f ne s’annule pas sur D, < est continue en a.

Démonstration. — Soit £ >0,
£
da>0telquexz € Det |z —al <a = |f(z)— fla) <5

1



et
38>0telquex€Det |z —al < f = |g(:v)—g(a)|<g.

Soit v = min(e, ), alors pour z € D et |z — a| < y on a:

_g < f(@) - fa) < g et —g < g(z) - g(e) <

N ™

donc
—e < (f+9)(@)— (f+9)(a) <

— Si A =0, alors c’est évident on peut donc supposer A # 0. Soit alors £ It

da>0telquez € Det |z —a| <a = |f(:v)—f(a)|<m

d’on

A (z) = M(@)] <=
- soit 6 = § (/{7 (@) + (@) + 4 — (f(a) + g(a))) > 0,

Jda>0telquez € Det |z —al <a= |f(z)— fla)] <d

et
Jda>0telquez € Det |z —a| <f = |g(z) —gla)| <e

(f(z) — f(@)(g(z) — g(a)) = [f(z)g9(z)— f(z)g(a) — g(z)f(a) + f(a)g(a)
= [(2)g(z) + (f(a) = f(2))9(a) + (9(a) — 9(2)) f(a)
—f(a)g(a)

dou
f(@)g(z) = f(a)g(a) = (f(z) - f(a))(g(z) — g(a)) + (f(z) — f(a))g(a) + (9(z) — 9(a)) f (a).
Soit = min(a, 3), alors pour z € D et |z — a| < 7,
|f(z)g(z) — f(a)g(a)] < 6% +8(f(a) + g(a)) = ¢.
~ Soit |f(I)f(a)le > 0 ot f(I) = mingc;{|f(z)|} avec I un segment contenant a,
Ja>0telquez € Det |z —a| <a = |f(z) - fla)| < |f(1)f(a)le

donc
‘ 11| _ i@ - 1)
f(z)  fla) |f(z)f(a)]

<E.

[J, Proposition 0.2.2.
Soit f une fonction de D dans R ou D est une partie de R, A une partie de R contenant
f(D) et g une fonction de A dans R.
Si f est continue en un point a de D et si g est continue en f(a), la composée g o f est alors
continue en a.



0.3 Prolongement par continuité.

0 Proposition 0.3.1.
Soit f une fonction de D dans R ot D est une partie de R et 2y un point de D \ D. Les
propriétés suivantes sont équivalentes:

1. Tl existe une fonction f définie sur DU {z} a valeurs dans R prolongeant f et continue
€n Iyp.

2. 1l existe un nombre réel L tel que:

Ve >0,3da>0tel que z € Det |z — x| < = |f(z) — L| <e.

Démonstration. Soit f définie sur D U {zo}  valeurs dans R prolongeant f et
continue en xy. Soit € > 0,

Ja>0telquex € DU{xp} et |z — 20| < @ = ‘f(z)—f(zo) <e

7(@) = Flao)| <& or fla) = L.

ainsi pour € D et |z — 2| < ¢,

11 suffit de prendre
>\ _ | flz) sizeD
f(x)_{L siz =z
n

Remarque: Lorsque ces propriétés sont satisfaites, il y a unicité du nombre L et on a
nécessairement f(zy) = L (ce qui prouve l'unicité du prolongement).

0.4 Image d’une suite convergente par une fonction conti-
nue.

[J Proposition 0.4.1.
Soit f une fonction définie sur une partie D non vide de R, a valeur dans R et ¢ un point
de D. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. f est continue en a.

2. L’image par f de toute suite de points de D qui converge vers a est une suite convergente
dont la limite est égale & f(a).

3. L’image par f de toute suite de points de D qui converge vers a est une suite convergente.

Démonstration. Soit v une suite convergente de limite a. Soit € > 0, alors
Ja>0telquez € Det |z —a| <a = |f(z)— fla)|<e

ordpeNtelquen>p=|u, —a| <a=|f(u) — fla)| <e.

C’est évident.



Raisonnons par contrapposée; supposons que f est non continue et montrons

cel.
Si

qu’il existe une suite u qui converge vers [ telle que f(u) ne converge pas. La non
continuité de f s’écrit:

de>0,YVa>0,Fz € D,z -1 <o) = |flz)— f()| >e.
Discrétisons cette propriété;

de > 0,Yay, > 0,(3z, € D, |z, — | < o) = |f(zn) — f(I)| > &,

et prenons o, = % pour caractériser une suite z,. Afin de nier le crirtére de Cauchy,
prenons la suite v définie par v, = x,, €t vy, 1 = [, ainsi

Vn €N [f(ony1) = fon)| = |f(z) = f(D] 26, (keN).

Ainsi f(v) n’est pas convergente.
]

Soit I un intervalle fermé de R et f : I — I une application continue et

la suite v définie par

Ug = C
Unt+1 = f(un), Vn €N

est convergente, sa limite ne peut-étre qu'un point fixe de f.

0.5

<

Exemples.

Les fonctions polyndémes, les fractions rationnelles sont continues sur tout domaine D
ol elles sont définies.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser les résultats concernant les opérations algébriques
apreés avoir constaté de maniére évidente que les fonctions z — 1 et z — x sont continues
sur D. -

Si f et g sont définies sur le méme domaine D et sont continues en zy, alors les fonctions
sup(f, g) et inf(f, g) sont continues en z.

Démonstration. Cela résulte des opérations algébriques et la composition aprés avoir
remarqué que z — |z| est continue sur D et que sup(f,g) = 3(|f —g| + [+ g)) et

inf(f, g) = sup(~f, —9). m

La propriété ne se généralise pas & une famille infinies de fonctions; il
suffit de regarder les fonctions f,, définies comme suit:
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Alors

sup fo(z) = 1o 3(x)
neN

qui n’est pas continue en 0 et 3.
La fonction carctéristique de Q (définie sur R par f(z) = 1siz € Q et f(z) = 0 sinon)
est discontinue en tout point a de R.

Démonstration. Si a est irrationnel, considérons une suite de rationnels convergent vers
a (Vexistence d’une telle suite repose sur le fait que Q est dense dans R): son image
par f est la suite nulle de limite 0 alors que f(a) = 1.

Si a est rationnel, considérer la suite définie par z, = a + ? pour conclure de maniére
analogue. |

La fonction partie entiére, notée [-], définie sur R par [z] =nsiz € [n,n+ 1], (n € Z)
est continue en tout point de R\ Z, continue & droite mais non continue & gauche en
tout point a de Z.
Soit f définie sur R* par
1
)=z |—|,
1) =q|1]

f est continue en tout point de R* \ {1 : n €; Z}, continue a gauche mais non & droite
en tout point a de la forme < sin € Z*.
De plus, elle admet un prolongement par continuité en 0, prenant la valeur 1 en ce

point.
La fonction f définie sur R* par
) 1
) =sin { —
@) =sin ()
n’admet pas de prolongement par continuité en 0.
1

Démonstration. Les suites de termes généraux - et ont pour image respective

nr €0 Tionn
la suite nulle et la suite constante égale a 1. |
La fonction f définie sur R par
0 sizeR\Q
f(z) = % six=§€(@*(p,q)zl,pEZ*ethN*

est continue en tout point de R \ Q* et discontinue en tout point de Q*.
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Démonstration. Si a est un élément de Q*, f(a) # 0 alors que la suite d’irrationnels

a+ %, de limite a, a pour image la suite nulle; f est ainsi discontinue en a.

Si a est irrationnel ou nul, f(a) = 0. Soit € > 0, il est facile de vérifier qu’il n’y a
qu’un nombre fini de réels z tels que |f(x) — f(a)| > € et [z —a| < 1. En effet, tous les
irrationnels ne posséde pas cette propriété puisque £ > 0. Si un rationnel vérifie cette
propriété, alors z = % implique que 3 > ¢, cest-a-dire ¢ < L et

- —a Sl@a—lgggl-l—a
q

‘ p
q

d’on g(a — 1) < p <1+ a, ce qui montre bien qu’il ne peut y avoir qu'un nombre fini
de nombres vérifiant cette propriété.

Si de tels nombres n’existent pas, on pose o = 1, sinon on prend « la plus petite distance
entre a et un de ces points, ce nombre « est alors strictement positif et pour tout z tel
que |z —a| < aon |f(z) — f(a)] <e. ]



