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Division euclidienne dans 7Z, unicité du
quotient et du reste. Applications.

Pré-requis:

©o 7 est un anneau commutatif unitaire totalement ordonné et archimédien possédant la
propriété que tout ensemble non vide majoré posséde un plus grand élément.

¢ Notion de divisibilité.

0.1 Division euclidienne dans Z.
Théoréme 0.1.1.

(Division euclidienne dans Z)
V(a,b) € Z x Z*, A(q,r) € Z x N tel que

a=bg+r et 0<r<|b.

Démonstration. Soit b > 0, on considére £ = {n € Z|nb < a} E est non vide et majoré car
Z est archimédien. Soit ¢ le plus grand élément de F alors ¢b < a < (g+1)bet sir = 1— bg,
le couple (g, r) convient.
Si b < 0, on travail avec —b qui nous donne a = (—b)g+7r = b(—q) +r et (—g, ) convient.
Si (¢, ") est un autre couple satisfaisant & a = bg' +7r' avec 0 < 7' < |b| alors par différence
on obtient |r —r'| = |b| - |¢ — ¢| et comme |r — | < |b| alors [ —¢'| < 1doncg=¢q et r =71’
d’ou 'unicité. ]

Définition 0.1.2.

Avec les méme notations que dans le théoréme précédent, g est appelé le quotient de la
division euclidienne de a par b et r le reste.

n notera ¢ = a + b.

Remarque: Dans le cas r = 0, cela équivaut a dire que b divise a que ’on pourra noter
bla.

Propriétés 0.1.3.

1. Si ¢ € Z* divise a ou b on a:
(a+b)+c=(a+c)+ (b+c).
2. Pour tout couple (b,c¢) de Z* on a, pour b > 0 et b|a:
a+(be) =(a+b) +c
Démonstration. 1. Supposons par exemple que c|a, alors il existe ¢’ dans Z tel que a = cq’

et il existe ¢” dans Z tel que b = c¢q” + " avec 0 < 7" < |c| alorsa+b= (¢ +¢")c+ 1"
avec 0 < 7" < |c|.

2. a=beg+ravec 0 <r < |bc| et a = bg', ainsi ¢ =cg+  avec 0 < § < c.



0.2 Applications.

0.2.1 Congruences.

[0 Définition 0.2.1.

|
' On dit que a est congru & b modulo n lorsque n divise (b — a), on note alors
|

|

|

a = bn].

[l Théoréme 0.2.2.

V(a,b) € Z x Z, a = bln] si, et seulement si a et b ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

Démonstration. Si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n alors:
a=ng+r ou0<r<n—-1
et
b=ng +r

donc a —b=n(q—¢') d’on a = b[n|.

Si @ = bln| alors par hypothése, il existe k € Z tel que a —b = knor a — b =
(¢ —¢)n+r—7r". Comme n|(a—b),alors n|(r —r')maisl —n<r—r"<n-—1etle
seul multiple de n dans [1 — n,n — 1] est 0 donc r — 7’ = 0.

]

0.2.2 Systéme de numération.

[1 Théoréme 0.2.3.

Soit @ € N, a > 2. Pour tout z € N*, il existe un unique entier n et un unique (n+ 1)—uplet
d’entiers naturels (zg,z1,... ,Z,) tels que:

ZTp # 0
Vie {0,1,...,n}, ;< a

et

L T =xpa" + 6™+ .+ x0.

Démonstration. Montrons ’existence par récurrence sur x:
e Siz < aalors zy = .
e Si z > a alors supposons la propriété vraie pour tout y < z. On a x = aq + r avec
r < a et ¢ < x donc par hypothése de récurrence g = g,a™ + gn_1a™ ' + ...+ qo et donc
T = qa"tt + qu_1an+ ...+ qa+r.



Montrons maintenant 'unicité de cette écriture:
Supposons que

T = Zpa"+ 0" .t Tia+ T

! ! ! f—1 ! !
= z,a" +x,_a" " 4+ ...+ 170+ 7))

Alors, zy et z!, apparaissent comme le reste de la division euclidienne de z par a et par unicité
y L0 0 P P
du reste, zp = zj. Ainsi

— — ’_ ’_
Tna" 3, @ Pty =2l T 2l at T+
Par récurrence sur k en supposant z; = z; pour tout ¢ < k, on a:
_ n—k n—k—1 _ a0 n'—k ’ n' —k—1 ’
Xpy=z,0" "+ 2,_10 +... .t =20 + 1,0 + ...tz

zy, et zj, deviennent alors le reste de la division euclidienne de X par a d’ou z3 = z}. [ |

On désigne les nombres {0,1,... ,a — 1} par des symboles conventionnels
appelés chiffres.

[ Deéfinition 0.2.4.
} On appelle écriture de = en base a le symbole Z,T,,_1 ... Zg qui représente le nombre z, les
| z; étant des chiffres.

Algorithme: Pour obtenir I’écriture en base a de = on fait des divisions successives de x
par a jusqu’a 'obtention d’'un quotient nul.

Exercice: Critére de divisibilité en base a:

Soit z € N* et Tp,T,_1 ... Zo sont écriture en base a, montrer que z est divisible par (a —1)

si, et seulement si )., z; est divisible par (@ — 1).

Démonstration. © = a"zy,+a" Ty 1 +...+zpetafF = (@ -1)+1=(a-1)Y " d+1. =



