Construction du corps (Q des rationnels.

Pré-requis:

¢ Les notions de groupes, d’anneaux, de corps.

o L’anneau Z.

o Définition d’un ensemble quotienté par une relation d’équivalence.

Cadre:

La recherche de partages équitables est & 1’origine de 'introduction des
nombres rationnels. En effet, chez les Pythagoriciens, le partage équitable est une des condi-
tions pour parvenir a la paix et & 'harmonie sociale. Voici un exemple:

Dans un hameaux, cinq familles récoltent 100 quintaux de blé. Ils partagent cette récolte
entre eux cing: quelle sera leure part individuelle?
Se probléme ce raméne a I’équation:

oz = 100.

Ce probléme posséde bien une solution dans Z, mais que ce passe-t-il si les familles ne
récoltent que 99 quintaux?

La difficulté provient du fait que ’anneau Z n’est pas un corps. On va donc chercher un
corps commutatif, que 'on notera Q contenant ’anneau Z, qui soit le plus petit possible,
dont on imposera que les lois de Q@ prolongent celles de Z. Les éléments de Z seront alors
inversibles dans Q.

0.1 Analyse du probléme.

Supposons que le probléme d’existence d’un tel corps Q soit résolu.
Théoréme 0.1.1.
Tout élément de QQ est le produit d’un élément p de Z par l'inverse d’un élément non nul ¢
de Z.

Démonstration. Soit E = {pq~'|(p, q) € Z x Z*}.

On a clairement £E C Qet Z C F.

Vérifions que E est un sous corps de Q. Soient pg~! et p'¢’ ™' deux éléments de E. Tout
d’abord, 1 =pp~! € E.

Les régles de calculs dans @Q donnent:

- -1 1 -1 1
pg ' —0dT = pglddT - qq!
= quq_lql_l - p’qq_lq'_1 (Q étant commutatif)
= (p¢' - p’q)q_lq’_l (par distributivité)

= (pd —p'9)(¢qd) " € E,
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ES

S

et
— -1 _
pg'p'd T =pp'(g¢) "t € E.
Ainsi, FE est un sous-anneau de Q, de plus, pg~'gp~' = 1 donc E est un sous-corps de Q
contenant Z, mais QQ étant le plus petit, cela signifie que £ = Q. [ ]

Notation: Le produit pg~! sera noté L.

Propriété 0.1.2.
Soit (p,q) € Z x Z*,

/

P_ le si, et seulement si  pg’ = pq.
q q
Démonstration. C’est une évidence. ]

0.2 Synthése du probléme.

0.2.1 Définition.

Nous venons de voir que si QQ existe, alors il vérifie nécéssairement la propriété 0.1.2., ce
qui nous conduit & considérer le théoréme suivant:

Théoréme 0.2.1.
Soit (p,q) € Z x Z*. La relation R définie par:

(p,Q)R(P',¢'") i, et seulement si pg’ = p'q

est une relation d’équivalence.

Démonstration. Soient (p,q), (p',q') et (p”,¢") dans Z x Z*.
o Reéflexiviteé:
(p, 9)R(p, 9) & pg = pyg.
© Symétrie:
2, @R, ¢) & pd =pqepe=pd & (¥, ¢)R(p, 9).
o Transitivité:
@, 9RW',q) & pd =p'g
et
(pl,ql)gz(pll,q”) @p’q” — pllql,
ainsi
pd'q"=p'qq" et pd"q=p"dq
d’on pq'q" = p"q¢'q c’est-a-dire pg” = p"¢' ce qui implique que

(0, 0)R®", ¢").

Définition 0.2.2.
L’ensemble quotient Z x Z*/R sera appelé 'ensemble des rationnels que I'on notera Q.



0.2.2 L’addition et la multiplication des nombres rationnels.

Les régles de calculs trouvées dans la premiére partie nous invite & donner la définition
suivante:
%, Définition 0.2.3.
On muni Z x Z* des deux lois suivantes:
Pour (p,q) et (p,¢') dans Z x Z*,
L’addition dans Z x Z*:

I
|
I
I
|
I
| (p,q) + (¢, ¢) = (pd' +1'q,4¢).
|
| La multiplication dans Z x Z*:

I

I

|

] (mq)-(0,4") = (pp', qd).

% Proposition 0.2.4.
La relation R est compatible avec ’addition et la multiplication dans Z x Z*, c’est-a-dire:

Soient (p17q1)7 (p27q2)7 (p37q3)7 (p47q4) dans 7 x Z*7

Si { (p1, ¢1)R(p2, ¢2) alors { (p1, ¢1) + (p3,q3)R(p2, 92) + (P4, qa)
(p3, q3)R(p4, q1) (p1, 1) - (p3, g3)R(p2, g2) - (P4, qa)

Démonstration. Rappelons que,
(P, ) R(P2,¢2) & PLga = QP2

(p3, Q3)R(p4, CI4) < P34 = g3P4.
De plus,

(Pl, Ch) + (p3, CI3) = (p1Q3 + q1ps, CI1Q3) et (p2, Q2) + (p4, CI4) = (p2LI4 + gopa, Q2CI4)-

Or,
(p1g3 + 103)(9294) = P142G3014 + P3G1G2G4

et

(P2qs + @2p4)(q1g3) = D29143G4 + P493G1G2

= P192G3qs + P3G192G3
donc
(p1,q1) + (P3, g3)R(p2, ¢2) + (P4, G4)-
(p1,q1) - (p3,03) = (P1p3, 1q3) et (P2, q2) - (P4, q1) = (P2pa, G2q4),
or
D1P3q294 = q1P293P4s = P2Paqd143,

donc

(thI) : (P3,Q3)R(p2,CI2) : (p4,q4).



Notation: Pour (p,q) € Z x Z*, on note (p,q) := {(p',q') € Z x Z*|(p, ¢)R(p, q)}, la
classe d’équivalence de (p, q).

% Proposition 0.2.5.
On peut définir sur QQ une addition et une multiplication de la facon suivante:

V(z1,72) € Q2,3((p1, @), (P2, 2)) € (Z x Z¥)* tel que z1 = (p1,q1) et z2 = (p2,2), on pose
alors

1+ 22 = (p1,q1) + (D2, 92) = (01, ¢1) + (P2, 92)
et

1T = (p17Q1) : (p27€I2) = (p17Q1) . (p27Q2)-

Démonstration. Montrons que ces deux opérations sont bien définies: prenons (p},q)) et
(Ph, g5) vérifiant, z1 = (9}, ¢1) = (p1,q1) et 22 = (pl, q1) = (p2, g2) alors

{(pl,ql)ﬂ%(p’l,qi) N {(pl,ql)+(pz,q2)3%(p’1,qi)+(p’2,q2)
(2, @2) R(P, 45) (p1,q1) - (P2, 32)R(PY, q1) - (P2, G2)

ainsi

{ (p, 1) + (2, g2) = (P, @1) + (P 45)
(Pl,Q1) : (P2,Q2) = (P'UQD : (P'm%)

Ainsi on trouve le méme résultat pour z; + x5 et 122, quels que soient les représentants
choisis. .

Notation: On notera désormais % = (p, q).

L’ensemble (Q, +,-) est un corps commutatif.

%LThéoréme 0.2.6.

Démonstration. Soient fl’—i, 7;—; et 7;—: des éléments de Q. Avec la définition des lois proposée
précédemment, on a:
¢ + est commutative:

Pi P2 _ Pig2 + P2t _ P21 + P12 _ P2 iyl
9 G2 7142 Goq1 P ¢

¢ -+ est associative:

2 (12 N @) _ Py P2+ Psle _ P1d2Gs + P23 + D310

— +
qQ1 q2 q3 qQ1 243 19293

(IQ n ZQ) P _ P + P2 L P P19 + D213 + P3q1q2
i G2 as 41492 a3 4149293

o 9 est I'élément neutre pour +.
o L’opposé de % et —q_zln, en effet,

+ =
q1 qQ1 1q1 q191

o o= _pg—pqa_ 0 0
T

¢ -« est commutative:
&.@:pﬂbzmm :ZQ.ZQ

71 g2 q192 g2q1 2 41 .



¢ - est assoclative:

P (@@) _ P Paps _ PiPops _ Pip2 Ps _ (&@) P
qQ1 q2 g3 q1 4293 q142q3 192 g3 @1 G2 q3

¢ La distributivité de - par rapport a +; la multiplication étant commutative, on pourra
se contenter d’étudier la distributivité & gauche:

_bh (p2gs + P3g2) _ Pip2gs + P1P3qe
qQ1 q2 q3

P (ZQ+Z§> _ D1 P23+ P3da _
qQ1 243 19293 19293

et

Pt P2  P1 Ps_ PiP2 | PiPs _ PiP2d1s + P1P3qige _ PiP2gs + Pipsge
q1 g 1 43 q192 q1493 91929143 q19293

o L’élément neutre pour - est 1.
o Pour 2t # 2, linverse de P est I, en effet

g _pq_ 1

g p pqg 1

0.2.3 Derniéres vérifications.

Proposition 0.2.7.
L’application
Q

p: L —
p

=13

est un morphisme injectif d’anneau.

Démonstration. Tout d’abord, ¢(1) = I qui est I’élément neutre de - dans Q. Soient p et p’

1
deux éléments de Z,

p+p p D
plp+p)=——F—=7+7 =90+
et ) )
pbp b p
plpp) =7 =77 = v
L’application ¢ est donc un morphisme d’anneau. De plus, le noyau de ¢ est constitué des
entiers relatifs p vérifiant ¢(p) = ¢ c’est-a-dire p = 0, ce qui prouve linjectivité de ¢. [

Remarque: Grace i ce morphisme, nous pouvons confondre ’entier relatif p et le nombre
rationnel ¢(p), ce qui nous permet de considérer Z comme une partie de Q et méme comme
un sous-anneau de Q.

Proposition 0.2.8.
L’ensemble QQ est le plus petit corps commutatif contenant Q.



Démonstration. Soit r € Q, il existe (p,q) € Z x Z* tel que

R SN O REFORCO

Et comme nous identifions p et ¢(p), on a r = pg~'.

La premiére partie a permis d’établir que si le plus petit corps recherché existe alors il
s’écrit sous la forme {pg~'|p € Z et q € Z*}, or le corps trouvé s’écrit sous cette forme, c’est
donc le plus petit. n



