Caractérisation de la fonction .
exponentielle z — %", ou a appartient a

R par I’équation différentielle ¢’ = ay et
une condition intiale. Applications.

Pré-requis:

¢ Notion de continuité et de dérivabilité pour les fonctions réelles de la variable réelle.
o Toute fonction & dérivée nulle sur un intervalle est constante sur cet intervalle.

o L’application exponentielle z € R — e* (a € R) dont la dérivée est € R — ae®.
¢ Notion d’espace vectoriel, de sous-espace et de dimension.

0.1 Définitions et remarques géométriques.

[, Définition 0.1.1.
' Soit @ un réel, I un intervalle réel infini et f une application de I vers R.

(i) On appelle équation différentielle homogéne linéaire du premier ordre & coefficient
constant, une équation du type

(B) v=ay

|
|
|
|
|
|
|
|
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|
}
|
| d’inconnue y, recherchée dans ’ensemble D(I, R) des applications dérivables de I vers
| R.
| (ii) On appelle courbe intégrale de (E) toute courbe représentative d’une fonction solu-
| .

tion.
|

Remarques:

a) Soit (x,yo) € I xR, Papplication M = (xg, yo) — Tar, o0t Ths désigne la droite passant
par M et de coefficient directeur ayy, est appelé champs de tangentes associée a (E).
En chaque point M d’une courbe intégrale de (E) la tangente est donc Tyy.

b) Une équation de Ty, est:

y = ayo(z — o) + Yo

On a un procédé pratique de construction d’un champs de tangentes & (E), puisque Ty
passe par les points (zo, o) et (zo — £,0).
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On remarque alors que le vecteur sous-tangent & la courbe intégrale de (E) en M (o, yo)
(C’est-a-dire mT') est un vecteur constant égal a —177.

Exercice: Montrer que parmi les fonctions dérivables sur I, et dont la dérivée ne s’an-
nule pas sur I, celles dont la représentation graphique admet en chaque point un vecteur
sous-tangent de valeur constante a7’ (a € R*) sont exactement les solutions de ’équation
différentielle ¢ = —Cl—yy.

Démonstration. Soit f une application vérifiant les hypothéses de 1’énoncé et M (zq, f(zo))-
Twn & pour équation y = f'(zo)(z — zo) + f(z0), ainsi

- zo f'(z0) — f(z0)

' (@o)
car f' ne s’annule pas, donc la longueur algébrique de la sous-tangente vaut:
IET—IEOZ—f(:EO) _
f'(@o)

donc

@) = =~ f(zo).

0.2 Résolution de 3y = ay, o a est un réel.

Désignons par 8 I’ensemble des solutions de cette équation, recherchée dans D(I,R) ou [
est un intervalle non vide et non réduit & un point de R.

On remarque que les applications nulles et £ +— e* sont des solutions particuliéres et
que 8 est un espace vectoriel de R (sous-espace vectoriel de D(I,R)), ainsi les applications
z = e avec A € R, sont solutions; y en a-t-il d’autres?

Théoréme 0.2.1.

S={\e":\eR}.

Il s’agit donc de la droite vectorielle engendrée par x +— e®*.
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Démonstration. Pour toute fonction y € D(I,R) il existe une unique fonction z définie sur

I, telle que pour tout « € I on ait
al

y(@) = 2(z)e

(en effet 2(z) = y(z)e %), on a alors les équivalences suivantes:

ye§ & Vrel, e (2(z)+az(z)) = az(z)e™
s Vel 2'(z)=0
& Vel z(x) =\

Remarque: Pour A > 0,

In )X
Ae®® — eln)\eaw — ea(w-l-nT),

la courbe représentative de z — Ae®® se déduit donc de celle de x — €** par une translation
de vecteur —2277. Si X < 0, alors on trace la courbe représentative de z — —Xe® et on la
symétrise par rapport a (O, 7).

[J Théoréme 0.2.2.
(Le probléme de Cauchy)
Quel que soit le couple (zg, o) € I X R, il existe une unique fonction y € D(I, R) qui satisfait

aux conditions:
{ Y =ay
Yy (IEO) = Yo

Géométriquement, cela signifie qu’il existe une et une seule courbe intégrale passant par le
| point (zo, Yo)-

Démonstration. Le théoréme précédent nous dit que les solutions de (E) sont de la forme
Ae® avec A un réel. Si, de plus, y(zo) = yo, alors Ae®*® =y d’ott A = ype~*°, la solution du
probléme de Cauchy est alors z > yoe®(®—20). [ ]

[0, Corollaire 0.2.3.
La fonction z € R — €% est caractérisée comme unique solution du systéme:

{ Ve € R, ¢'(z) = ay(z)
y(0) =1

0.3 Applications.

0.3.1 L’équation fonctionnelle f(z +y) = f(z)f(y).

Caractérisons les applications de D(R, R), non identiquement nulles et solutions de 1’équa-
tion fonctionnelle:

flz+y) = f()f(y)

3



Soit Ty € R,
fl(x +20) = flzo)f'(z)

pour tout réel z; d’oli pour tout z:

f'(@o) = f'(0) f (o).

0.3.2 Exemple d’équation se ramenant au cas linéaire d’ordre 1.

Les fonctions de D(R, R) telles que:
Ve eR,  f(z)f(-z) =1

sont de la forme Aexp (%) avec A € R*.

Démonstration. e Si f est solution, alors g :  — f(z)f(—=x) est de dérivée nulle, donc
constante sur R. Comme f ne s’annule jamais, il en est de méme pour g.
Finalement, si f est solution, alors il existe k € R* tel que pour tout z on ait f(z) f(—z) =

k et donc )

et f est de la forme z — Aek avec (), k) € R x R*.
o Inversement, x — ek est solution si, et seulement si A2 = k:

1
= Ef(x)



