L’anneau Z, sous-groupes additifs de Z.
Les idéaux de Z sont principaux, égalité

de Bezout. Résolution dans Z des
équations de la forme ax + by = c.

Pré-requis:
o N: Les lois + et -, sa structure d’ordre.
¢ La division euclidienne.

0.1 L’anneau Z.

Il s’agit ici de symétriser 'opération d’addition sur N afin de pouvoir résoudre les équations
de la forme
a+z=>bol (ab) € N’
qui admet une unique solution dés lors que b > «a.

[J Proposition 0.1.1.
La relation R définie sur N x N par

(a,b)R(d’, V) si, et seulement si a+b' =a' +b
est une relation d’équivalence.

Démonstration. a + b= a + b implique que (a, b)R(a, b).
La commutativité de 'addition donne immédiatement que (a,b)R(a’, V') < (a’,')R(a, b).
Si (a,b)R(d', V') et (a/,0)R(a",b") alors a+b' = b+a' et ' +b" = "+ donc a = b+d' -V
et =0 +d" —d dona+bd" =b+d" est-a-dire (a, b)R(a",b"). u

0, Définition 0.1.2.
} L’ensemble quotient N x N/R sera appelé ensemble des entiers relatifs que 1'on notera Z.
. (a,b) sera la classe d’équivalence contenant (a, b).

On va maintenant munir Z d’une structure de groupe abélien en définissant ’opération:

(a,b) + (o', V) = (a+a',b+ V)

en remarquant qu’elle ne dépend pas du représentant choisit.
On définit de méme une multiplication sur Z de la maniére suivante:

(a,b) x (a',b') = (aa’ + bV, all + ba')

qui ne dépend pas non plus du choix du représentant.
Ces deux opérations conférent & Z une structure d’anneau commutatif unitaire.
Si on considére le plongement

p: N — Z
n — (n,0)

(¢ est bien injective)



on peut voir N comme une partie de Z et on peut identifier » et la classe de (7, 0).
D’aprés opération + définie sur Z, 'opposé de n et la classe de (0,7) et sera noté —n.
De ces notations on déduit (a,b) = a — b.
Les éléments de N seront les éléments positifs de Z. D’ou la relation d’ordre sur Z qui
prolonge celle de N que I'on notera <:

r<y& r—yeN,
0 Proposition 0.1.3.
Cette relation est compatible avec la structure d’anneau de Z:
r<yszr+z2<y+zpourtout z € Z

et

z <y& xz < yzpour tout z € N

Remarque: la relation < est un ordre total.

Munit de cette relation d’ordre, Z est archimédien: Si a € Z et b € N* alors il existe n € Z
tel que nb > a.

Ainsi, Z est un anneau unitaire intégre commutatif totalement ordonné et archimédien.

0.2 Sous-groupes et idéaux de Z.

[1 Théoréme 0.2.1.

Les sous-groupes de (Z, +) sont exactement les ensembles

nZ ={nk:ke€Z},neN

Démonstration. Tout d’abord nZ est bien un sous-groupe de (Z, +).
Soit G un sous-groupe de (Z, +):
o Si G ={0}, alors G=0-7Z.
o Si G # {0}, alors il existe g dans G strictement positif (positif et non nul) car G est un
groupe. Soit alors
n=min{g: g € G\ {0} et g > 0}.

~nZLCG(carn+n+n+...€Q),
— Montrons que G C nZ: Soit a € G, effectuons la division euclidienne de a par n,
alors il existe ¢ et r dans Z tels que:

1a>0
la| =ng+7ret 0<r <non |a|={ @ sla=
—a sinon
Or r = |a| — ng € G et r < n ce qui contredit le fait que n soit le plus petit élément
non nul de G donc r = 0, ainsi |a| = ng c’est-a-dire a = £nq donc a € nZ.
n

Exercice: Soit G un sous-groupe de Z, montrer qu’il existe un unique n € N tel que
G = nZ.



[1, Théoréme 0.2.2.
1. Tout idéal de 'anneau Z est principal.

2. Z est principal.

Démonstration. Méme démonstration que le théoréme précédent en remplacant G par I et
nZ C I découle du fait que I est un idéal. [ ]

Exercice: Déterminer les idéaux de Z contenant 247.

0.3 Théoréme de Bezout et équation du type au + bv = ¢,
a,b,c € Z.

[J Proposition 0.3.1.
Soit (a,b) € N2, L’ensemble

aZ +bZ = {au + bv : (u,v) € Z°}
est un sous-groupe de Z et il existe un unique d dans N tel que:
aZ + bZ = dZ.

On dira que d est le plus grand commun diviseur de a et b et on notera d = (a,b) =a A b=
- pged(a, b).

0, Corollaire 0.3.2.
d = (a,b) si, et seulement si d|a, d|b et pour tout d’ dans N vérifiant d'|a et d'|b, d'|d.

[J, Théoréme 0.3.3.
(Théoréme de Bezout)
Soient a et b dans N.
(a,b) =1 & I(u,v) € Z*, au+bv = 1.

Démonstration. Si (a,b) = 1 alors aZ + bZ = Z, en particulier, 1 € aZ + bZ donc il existe
(u,v) € Z? tel que au + bv = 1.

S’il existe (u,v) € Z2 tel que au+bv = 1, soit alors d = (a, b); d|a et d|b donc d|au+bv =1
donc d=1 (d > 0). n

[J, Théoréme 0.3.4.
L (Théoréme de Gauss)
Soit (a,b,c) € Z* tel que albe et (a,b) =1 alors alc.

Démonstration. albc donc il existe k dans Z tel que ka = be. Puisque (a,b) = 1, il existe
(u,v) € Z? tel que au + bv = 1 d’olt acu + bev = ¢ donc a(cu + kc) = ¢ ¢’est-a-dire alc. =

3



Soit d = (a, b),
o Si d 1 c alors d’aprés le théoréme de Bezout (E) n’a pas de solution.
o Di d|c alors 'équation (E) est équivalente a:

a b c a b
E) Sz4-y=- — =)=
(E) d:v-l—dy ; avec (d’d)

D’apres le théoréme de Bezout, il existe (zq,y0) € Z* tel que %zo + byo = 1 ainsi
(%20, Syo) est solution particuliére de (E’).
Soit (x,y) une autre solution de ’équation (E’), alors:

cfa b _a b a [ CTo b CYo
a(a%*a%) =g = (o) =al-)
b CYo a b\
dlalv=g) (m) =1
alors d’aprés le théoréme de Gauss & |(y — %) donc il existe k € Z tel que y — % = k
donc y = % + k4. Donc

donc
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Reste a vérifier que les solutions trouvées sont aussi des solutions de (E):

cxo kb cyo | ka\ a b _
a(d d>+b<d +d =c d:vo—l—dyo =c

D N TR
S(E)-{(Cd d,cd—i-kd).kEZ}.

Exercice: Une troupe d’hommes et de femmes a dépensé 1000E dans une auberge.
Les hommes ont payé 19F chacuns

Les femmes ont payé 13F chacunes.

Combien y avait-t’il d’hommes et de femmes?

donc



