Inégalité des accroissements finis.
Exemples d’applications a 1’étude de
suites et de fonctions.

Pré-requis:
¢ Notion de continuité et de dérivabilité d’une fonction de variable réelle i valeurs réelles.
¢ Le théoréme de Rolle.

0.1 Théoréme des accroissements finis.

Théoréme 0.1.1.

Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b], alors il existe ¢ €]a, b[ tel que:
f) = fla)=(b—a)- f(c)
Démonstration. On applique le théoréme de Rolle & la fonction g définie sur [a, b] par:

o) = f() - 1O,

0.2 Inégalité des accroissements finis.

Théoréme 0.2.1.

Soient f et g deux fonctions a valeurs réelles, définies et continues sur [a,b] et dérivable sur
Ja,b[. Si pour tout ¢ €]a,b[, on a f'(t) < ¢'(¢), alors pour tout couple (z,y) € [a, b]? tel que
T < y on aura

fly) = f(=) < gly) — g(2).

Démonstration. Soient h = f — g et z, y dans [a, b] tels que = < y, alors d’aprés le théoréme
des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b tel que

M) Zh) () = () - £10) 2 0
r—Yy
d’on h(z) < h(y), ce qui est I'inégalité annoncée. n

Remarque: Siy < z alors g(y) — g(z) < f(y) — f(=).
Corollaire 0.2.2.
Si f est continue sur I et dérivable sur I et s’il existe des réels m et M tels que pour tout
t € I on ait m < f'(t) < M, alors pour tout (z,y) € I? avec z # y on a:

f(z) = f(y)
-y

m <

< M.



Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent en remarquant que f'(t) < ¢'(t)
ou g(t) = Mt et h'(t) < f'(t) ou h(t) = mt. L’encadrement reste vrai méme si y < z. n

Remarque géométrique: Ce résultat signifie que si les pentes des tangentes a la repré-
sentation graphique sont bornées, il en est de méme pour les pentes des sécantes.
En fait, la courbe de f est astreinte a rester dans un parallélogramme:

g

%, Corollaire 0.2.3.

Soit f une fonction continue sur I, dérivable sur I et dont la dérivée est bornée.
Alors pour tout couple (z,y) € I? on a:

[f(z) = fy)| < k- |z -y

otk = sup{|f’(t)| te f}.

Démonstration. 11 suffit de prendre dans le corollaire précédent m = —k et M = k. [ ]

Remarques:
e Une application f : I — R pour laquelle il existe une constante k telle que

V(z,y) € I?, |f(z)—f(y)|<k-|z—y

est dite k-lipschitzienne.
o Il est possible d’étendre ce résultat aux fonctions & valeurs dans R* muni de la norme

euclidienne: f: I — R" continue sur I, dérivable sur TetvVtel , I f (@) < k, alors

Vi@y) €, [If(@) = f@I<k-|z -yl

Démonstration. On pose

o) = ({210, ),



p: I —>Ret

r—Yy

D’aprés le théoréme de Cauchy-Schwarz,

o0 = (1210 5y,

ol < L2219

< 0]

On peut alors appliquer le dernier corollaire & ¢:

) ot <he |[LOZL0] oy
1£@)~ I
|z =y

D’ou

1f (@) = fWI < k-2 —yl.

0.3 Exemples d’applications.

0.3.1 Utilisation en calcul numérique.

Déterminons un encadrement de v/10001 en utilisant ’inégalité des accroissements finis:
Posons pour ¢t > 0,

f(t) =Vt
Alors, pour ¢ > 0,
1
!
)= —-.
=57
Si z = 10000 et y = 10001, alors
Vi € [z,y] = < fl(t) < !
z,y], ———=< < —
Y 2+/10001 00

Il en résulte d’aprés le premier corollaire que:

1 1
— < V10001 — 100 £ —
24/10001 — — 200

d’on

1 1
1 — < V10001 £1 —.
00 + 909 = 0001 < 100 + 200



Remarque: On peut recommencer le méme type d’opérations, avec x = 10001 et y =
(100 + 200) )
1 1

1 1
100+ —— — ——————= <V10001 <100+ — — ——
300 40000 + 3¢ ~ =% 300 ~ 50000 1 4

0.3.2 Une inégalité classique.

Propriété 0.3.1.

Vi E]—— 5[, |tanz| > |z|
Démonstration. Soit
fr]1-55 — R
t — tant’

f'(t) = 1+ tan?t donc pour tout ¢ dans |—%,2[, f'(¢) > 1.
On applique le premier corollaire entre 0 et z (z € |—Z,Z[\ {0}) et on a pour z # 0,

tan0 — tanx tanz
— > 1

0—x oz
ce qui donne le résultat. [ ]
0.3.3 Approximation de In(1+ z) par z
Propriété 0.3.2.
Pour tout z > £,
|In(1 + ) — z| < 2
Démonstration. Posons pour t > —1, f(t) =t — In(1 + ¢) alors
t
!
t
7t = 1+
ainsi pour ¢ > —1 on a: | f'(¢)| < 2|t| donc |f'(t)| < ¢/(t) avec
_ [t site]0,+oo]
g(t)_{ 2 site [-1,0]
Omn a
—g'(t) < f'(1) < 4'(0).
]

On applique ensuite le premier théoréme entre 0 et z avec z > —3.

Remarques:
e Pourt € [0,+00], on a 0 < f'(t) <t et on obtient

72
ng—ln(l-i—:v)S?.

e L’erreur commise en remplagant In(1 + z) par z est donc inférieure & z?, cette approxi-

mation n’est donc utile qu’au voisinage de 0.



0.4 Appoximation du sinus.

Exercice:
1. En considérant la fonction ¢ : £ +— ¢ —sint et en calculant sa dérivée d’ordre 3, montrer

que:
3

X .
Ve >0, x—ygsmxgx.
2. Montrer de méme que:
3 73 5

x . x
Ve >0, x—ggsmxgx—g—i—g.

Démonstration. 1. ¢'(t) = 1 — cost, ¢"(t) =sint et ¢ (t) = cost.
¢' > 0, ¢ est donc croissante et ¢(0) = 0 donc pour z > 0, sinz < z. On a —1 <
¢®)(t) < 1 donc d’aprés le théoréme entre 0 et z (z > 0),

—z<¢'(z) <z

car ¢"(0) = 0, en réitérant on obtient

IE2

—— <) <

72
2 2

et on recommence une derniére fois pour obtenir le résultat.
2. La démarche est identique avec

t3

go(t)zt—i—sint

et en calculant ¢® (¢).

0.4.1 Application & la convergence d’une suite.

Exercice: En utilisant le fait que
IE2
V>0, 0<z-In(l+z)< )
étudier la convergence de la suite de terme général

n
k

k=1
Démonstration. D’aprés 'encadrement proposé (obtenu par 'inégalité des accroissements fi-

nis), ¥(k, n) € (N*)?,
k k k2
03@”“(”@) S ot



W

Pour n fixé, en sommant pour £ variant de 1 & n, on a:

Or,

3

Donc

n+l (n+1)(2n+1)

3

ot K2 n(n+1)(2n+1)
= c )

k=1

<Ihwu, <

2n

d’on

donc

12n3 - - 2n

lim Inu, = =
n—0o0

lim u, = e.

n—0o0

0.4.2 Suites du type u,+1 = f(uy).

Proposition 0.4.1.

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point, f : I — I de classe €' et a un

point fixe de f.

Si|f'(a)| < 1, il existe un nombre réel > 0 tel que pour tout réel « pris dans Ja —r,a + r[NI

la suite u définie par:

Uy =
Uny1 = fuy), Vn €N

converge vers a (on dit que a est un point attractif de f).

Démonstration. Soit k un réel tel que |f'(a)] < £ < 1. La continuité de f’ en a garantit
Pexistence d’un intervalle ouvert J, centré en a tel que |f'(¢)| < k pour tout ¢t € J,N 1. Il en

résulte que pour tout t € J, N1,

[f(z) - )| <k-[z—a.

Or f(a) = a, 'intervalle J,N I est donc stable par f et pour tout & € J, N1, la suite u définie
par up = « et upy1 = f(uy,) converge vers a car une récurrence immeédiate donne

|, — al < k™uo — al.

Exemple: Etudier la convergence de la suite récurrente définie par:

{

’LL()ER*
Upy1 = 2+ u%, pour tout n € N -~



