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Résolution des systémes linéaires par
opération élémentaires sur les lignes.
Méthode du pivot. Exemples.

Pré-requis:
¢ La définition d’un sytéme linéaire de n équations & p inconnues.
¢ La représentation matricielle d’'un systéme linéaire.

Cadre: On se place dans un corps K.
Notations: Dans cet exposé, on notera A = (a;;)1<i<e, 1a matrice de M, ,(K) dont les

1<j<p
coefficients sont (a;;)1<i<n, .
1<j<p
Nous écrirons L; la "™ ligne de A (ou L;(z1, 22, ... ,z,) lorsque se sera nécéssaire) et C;

la j*™¢ colonne de A.

Nous associerons toujours a la lettre n le nombre de lignes du systéme et a la lettre p le
nombre de colonnes.

Enfin, B = (b;)1<i<n € M, 1(K) sera toujours le second membre du systéme.

0.1 Les systémes triangulaires.

Dans cette partie, nous allons nous intéresser & des systémes particuliérement facile &
résoudre:
Définition 0.1.1.
On dira qu’un systéme linéaire est triangulaire supérieur lorsque a; ; = 0 pour tout ¢ > j.

Résolution: Nous allons supposer ici que pour tout ¢ € [1, min(n,p)], a;; # 0.
e Sin=p,alors L, donne a, n2, = by, Cest-a-dire z, = o,

,n

Ensuite en remplacant dans L,,_q, on a G,_1,_1Zpn_1 + an_lna”—“ = b,_1, c’est-a-dire
3 3 n,n

bn_1 _ _Gn-1,n bn
On—1,n—1 An—1,n—1 On,n

On remonte ainsi jusqu’a x; et on obtient ainsi une solution unique.
e Sin > p, alors on a deux cas:
o Si il existe k € [p+ 1,n] tel que by # 0, alors le systéme n’a pas de solution.
o Si pour tout k € [p+ 1,n], by = 0, alors on est ramené au cas précédent en partant
de la p'*™® ligne.
e Si n < p, alors on exprime les n premiéres inconnues en fonction des p — n derniére
inconnues, c’est-a-dire écrire Ly comme suit:

Tp-1 =

g kT + Ok g—1Tk—1 + - - + QT = bp — A 1Tnt1 — Qg pt2Tnt2 — -+ - — Gk Ty

puis de résoudre comme dans le premier cas. On obtient alors une infinité de solutions.
Nous allons maintenant donner une méthode pour ramener un sytéme linéaire quelconque
4 un sytéme triangulaire supérieur.



0.2 La méthode du pivot de Gauss.

0.2.1 Opérations élémentaires.

%, Définition 0.2.1.
On dira que le systéme linéaire (S) est équivalent au systéme (S’) si ils ont les mémes
solutions.

%, Définition 0.2.2.
' On appelle opérations élémentaire d’un systeme linéaire:
| o Pour k # m, ’échange de Ly et L,,, que 'on note Ly < L,,.
| o Pour k # m, le remplacement de L; par al; avec o € K*, que I'on note Ly < alj.
\ o Pour k # m, le remplacement de L par Ly + AL, avec A € K, que I'on note L; +
] oLy + ALy,

Remarque: Pour k # m, I’échange de C}, et ), revient a changer ’ordre des inconnues.

Théoréme 0.2.3.

On passe d’un systéme linéaire (S) a un systéme linéaire (S') équivalent:
(i) En supprimant dans (S) une ligne parmis deux égales.
(ii) En effectuant une opération élémentaire.

Démonstration. (i) C’est évident.
(ii) Soit (o1, s, ... ,qp) une solution de (S) et (o], a,. .. , ;) une solution de (S').
o Il est évident qu’échanger deux lignes d’un systéme ne change pas les solutions du
systéme initial.
o Effectuons Ly < «Ly, nous obtenons ainsi un systéme (S’). Nous obtenons,

aLy(z1,2o,... ,2,) = by,
or Ly(ay, g, ... ,0p) = by done (o4, @, ... ,ap) est encore solution de (57).
Dans (S'), on a
/ / /
aly(c), 0y, ... 0p) = aby,
alors d’aprés ce qui viens d’étre démontré, (af,0,... ,q,) est encore solution du

systéme obtenu en effectuant Ly, < =L qui n’est autre que le systéme (5).
o Effectuons Ly < Ly + AL,,, nous obtenons alors un systéme (S’). Ainsi,

(Lk + )\Lm)(IEI,IEQ, B ,IE;D) = bk + )\bm,
or Ly(a1,09,...,ap) =bg et Lp(a1,a,. .. ,0p) = by, d'on
(Lk + )\Lm)(al, Qo, ... ,ozp) = bk + )\bm,

donc (a4, @s,. .. , ) est encore solution de (5').
Dans (S'), on a
(L + ALp) (0, 0, . . ., 0p) = by, + Ay,
alors d’aprés ce qui viens d’étre démontré, (af,a,... ,q,) est encore solution du

systéme obtenu en effectuant Ly «— Ly — AL, qui n’est autre que le systéme (S).
n



0.2.2 La méthode du pivot de Gauss.

La méthode de Gauss est en fait un algorithme qui permet de trouver un systéme trian-
gulaire en partant d’un systéme linéaire quelconque:
1. Soit Ly telle que a1 # 0 (ag,1 est alors appelé un pivot).

Li & L.
2. On élimine z, dans Lo, Ls, ..., Ly, en effectuant, pour i € [2,n]:

a; 1
Li(—Li— =

L.
ai,1

3. On pose j = 2.
3. Pour k£ > j, si il existe Ly telle que ax ; # 0, on effectue L; <+ Ly, sinon on arréte.

4. On élimine z; dans L;,1, Ljio, ..., Ly, en effectuant, pour ¢ € [j + 1, n]:
a. .
Li — LZ - L_7
aj,5

5. On reprend a I’étape 3. en posant j = j + 1.
Cet algorithme aboutit toujours, puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de lignes et on obtient
bien un systéme triangulaire supérieur sans élément diagonal nul.

0.3 Exemples d’illustrations.

Voici les différentes situations présentées précédemment:

[ ]
0 6 10 8
7 5 5 zl |4
7 8 9 S
7 -1 -3 v 1
Démonstration.
0 6 108 I 5 4 L+ Ly
7 8 9|7 L 7 8 9|7 Ls
7 -1 =3|1 L 7 -1 =3|1 Ly
5 5|4 I
. 0 [6] 108 L
0 3 4|3 Li+Ls—1I,
0 —6 —8| -3 Ly+ Li— 1L,
5 5 ‘4 L
., 0 [6] 10]8 L 1
0 0 —1 Ly« Ly—LL,
0 0 2 |5 Li+ILi+1L

w
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Démonstration.

6] 5 4 5[3 L, 6] 5 4 5|3 I
4 50 4|3 L, — 0 3 -2 211 Ly«L -2
11 5 8 9|5 L 0 -2 2 —4|—-% Ly+ Ly— %Ly

6] 5 4 5|3 L
0
0

— —8 2 | 3 Ly+ 3L,
6] 5 4 5|3 L,

— 0 -8 23 L,
0 0 —36 9|12 Ly L3+5L,
6] 5 4 5[3 I

— 0 -8 2|3 L,
0 0 3|4 Ly« 1L

3we—4 1 1

Ainsi en exprimant z, s, 3 en fonction de x4, on obtient: z3 = %= = 714 — 3,
3xy—4 3zy—4 1
3—2z4+8-2%4 3—5gpy—4- 2244 5. 1
152:745 12 :%et T = 4 612 15 :§—IE4. Donc
2 11 1
S = — — T4, —, L4 — =, s )| T4 ERS .
3 1574 3’
[ |

Exercices: Chercher ’'intersection des trois plans P, P», P; passant par les points:

P :(1,1,-2),(2,1,-5),(-2,0,8)

LB (0,3,1),(-14,3), (3.5, 5)
P;:(0,1,5),(1,2,—1),(-2,3,11)
P :(2,1,-1),(3,5,-5),(1,4,—3)

2. P:(1,3,-2),(-1,3,—1),(2,6,—5)
Ps:(1,2,-1),(-2,0,2),(5,2,—3)
P : (1,4,0),(-2,5,2),(3,2,-1)

3. P:(1,5,-2),(2,4,-2),(3,3,-2)
P;:(1,1,2),(1,-1,0),(—6,4,14)
P :(0,0,1),(-1,2,1),(1,2,-2)

4. P:(0,1,0),(1,4,-3),(2,1,-3)
Ps:(1,6,-4),(-2,3,2),(4,1,—6)

Réponses:

P :3z+y+2=2
1. P26$+2y+225:7 etPlﬂP20P3:®.
P;:924+3y+32=13

P dx+6y+7z=17
2. P:3x+5y+62=6 et PPNPaNP;={(0,0,1)}.
P;:2x4+3y+42=4



P :3z+y+42="7
3. Py:3x+3y+5z=28 et 'intersection recherchée est la droite d’equation 3z —7y = 3.
P;:92—-Ty+72=16

4. On obtient que les trois plans sont confondus et leur equation est: 3z + y + 2z = 1.



