Composée d’'une homothétie de rapport
positif et d’une rotation de méme centre;
effet sur les distances, conservation des
angles orientés. Similitudes directes.
Ecriture complexe. Groupe des
similitudes directes.

Pré-requis:

o La connaissance de la structure d’espace affine du plan (Calcul de vecteurs et relation
de Chasles).

o Définition et principales propriétés d’une application affine.

o L’identification de C au plan vectoriel euclidien (En particulier, 'interprétation géomé-
trique du module et de argument).

o Définition de déplacement (En particulier, les rotations) et d’homothétie (Avec la connais-
sance de leurs formes complexes et qu’elles sont des applications affines qui conserve les
angles orientés).

¢ Notion de groupe, d’angle orienté de vecteurs.
¢ La définition d’une transformation du plan.

Cadre: On se place dans un plan affine euclidien orienté P de plan vectoriel associé ?

Notations: Dans cet exposé, on notera Hy; I’homothétie de centre I et de rapport k
(k € RY) et Ryy la rotation de centre I et d’angle 6.

Remarque: On se limite & un rapport strictement positif car on va étudier les produits
de la forme HI,k o Royg, or HI,—k o Royg = HI,k o R070+ﬂ-.

0.1 Les similtudes directes.

[1 Théoréme 0.1.1.

La composée Hyj o Rpg est une transformation du plan qui multiplie les distances par k et
conserve les angles orientés. Lorsque I = O, ce produit est commutatif.

Démonstration. Les applications Hyy et Royp ayant pour inverse respectifs Hj 1 et Rr_y,

(Hrp o Ro,g)_1 = Ro, 9o Hj 1, c’est donc une transformation du plan. De plus, H;;, multiplie

les distances par k alors que Rp g les conservent, ainsi leur produit multiplie les distances par

k. De plus, Hry et Rp g conservent les angles orientés et par conséquent leur produit aussi.
Pour I = O, HryoR;9(I) = RrpoHr(I) = I. Soit M # I un point du plan, Hy o Rrg =
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Hy (M) avec IM = IM' et (W , IMf) = (2], Hyu(M') = M" avec IM" = kIM', ainsi
(W ,IM’i) =0[2r] et IM"=kIM.

De plus, Rrp o Hrp(M) = Ryo(My) avec IM; = kI et Rio(My) = M, avec IM; = IM,
T3, ,1M2) = 9[27], c’est-a-dire

(W ,IM;) =0[2r] et IM,=kIM,
alors M" = M,. ]

0, Définition 0.1.2.
} Une application f du plan est une similitude directe si elle multiplie les distances par £ € R,
. et conserve les angles orientés. On dira que £ est le rapport de ’homothétie.
Notation: L’ensemble des similitudes directes sera noté Sim™ (P).
Remarques: Tout déplacement du plan est une similitude directe de rapport 1. Toute
homothétie affine de rapport & est une similitude de rapport |k|.

[J Théoréme 0.1.3.
Toute similitude directe de rapport & est, d’une infinité de fagons, le produit d’un déplacement
par une homothétie de rapport k.

Démonstration. Le produit de deux similitudes directes de rapports k& et k' multiplie les
distances par kk' et conserve les angles orientés; c’est donc encore une similitude directe.
Soit f une similitude directe de rapport k, par ce qui préceéde, fo H 1 est une similitude

directe de rapport k- £ = 1, c’est donc un déplacement ¢. Ainsi, f = g o Hyy. [ ]
k ,

Conséquence: Une similitude directe est une application affine.

[0 Corollaire 0.1.4.
L L’ensemble Sim™ () est un groupe pour la loi de composition des applications.

Démonstration. L’ensemble Sim™ () est non vide car il contient l'identité, qui est neutre
pour la loi de composition. De plus, le produit de deux similitudes directes est encore une
similitude directe. De plus, une similitude directe est inversible puisqu’elle s’écrit comme
composée de deux transformations. [ ]

0.2 Forme complexe des similitudes directes.

Dans cette partie, P sera muni d’un repére orthonormé (O, &7, &7).

[J Théoréme 0.2.1.
Les similitudes directes de P sont les applications dont la forme complexe est du type
z+ az+bou (a,b) € C* x C et |a| est égal au rapport de la similitude.



Démonstration. On sait qu’'une similitude directe f est la composée d’une homothétie de
rapport k et d’'un déplacement. La forme complexe de cette homothétie est du type 2 — kz+a
avec o € C et celle du déplacement est du type z — ez + 3 avec 8 € C. Par composition,
on en déduit que f s'écrit z — az + b avec a = ke¥ et |a| = k.

Inversement, soit f une transformation plane dont la forme complexe est celle proposée
par I’énoncé. On peut écrire @ = ke, ainsi f est la composée de 2z — kz par z — ez + b,
f est donc la composée d’une similitude de rapport k£ et d'un déplacement, c’est donc une
similitude directe de rapport k£ = |a/. ]

Proposition 0.2.2.

Soit s : 2+ az+b, (a,b) € C* x C, une similitude directe de rapport |a| et © le point d’affixe
b

l—-a”

e Sia =1, alors s est une translation de vecteur d’affixe b.

e Sia=e? avec § # 0[27], alors s = Ro .

o Si |a| 75 1, alors s = HQ7|a| o Rﬂ,arg(a)-
Dans les deux dermiers cas, on dira que s est une similitude de centre 2, de rapport |a| et
d’angle arg(a).

Démonstration. Le premier point est évident et les deux derniers peuvent étre traités en
méme temps: pour a # 1, équation f(w) = w posséde une unique solution w = ﬁ, ce qui
montre que €2 est 'unique point fixe de f. Alors la relation 2’ = az+b et 1’égalité w = aw + b

équivalent a la relation (2' — w) = a(z — w) soit encore,

7' = w| = la] - |z — v
2 —

arg = arg(a)[27]
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En terme de points M et M’ d’affixe respectives z et 2/, cela s’écrit

QM' = |a| - QM
{ (W, SW) = arg(a)[27]

et cela signifie que M’ est I'image de M par la composée Hq ) © R are(a)- [ ]
g sJal -arg(a)

0.3 Application.

Le triangle de Napoléon.

Soit ABC' un triangle quelconque. On construit les triangles équilatéraux directs CBA’,
ACB' et BAC' d’isobarycentre respectifs P, () et R. Alors PQR est un triangle équilatéral.
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Démonstration. Soit Rp,z. Comme AC'B est équilatérale, Rpz(A) = C' et Rp z(4')
alors AA" = CC'". En considérant, R4z, CC' = BB'.
En considérant la similitude s, ys _, et en remarquant que dans un triangle équilatéral, les

"3 8
bissectrices sont également médianes du triangle, alors s, 5 ,(4) =Qet s, 5 ,(A) =P
»73 1 @6 >3 6
d’on QP = ?AA’ . En condidérant succesivement s, s _, et 5, s _,, on a RQ = ?BB’
3 37 6

et PR = ?CC’, d’ou le résultat. [

C,
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