Racines n'®™** d’un nombre complexe.

Interprétation géométrique.
Applications.

Pré-requis:
o Ecriture sous forme exponentielle et sous forme trigonométrique d’un nombre complexe.
o

!
i0 10’ r=r
ret =ret & { 0 = 0'2n]

¢ Représentation géométrique d’un nombre complexe dans le plan R? rapporté a un repére

orthonormal (0, 77, 7).

¢ Définition d’un groupe cyclique.
¢ Définition d’une similitude directe.

0.1 Racines n'*™* d’un nombre complexe.

(I, Définition 0.1.1.
Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier supérieur a 1.
Les solutions dans C de I’équation d’inconnue w:

|
|
|
|
:
| wt=2Z
|

|

_sont appelées les racines n'*™* du nombre complexe Z.

Remarque: 0 admet 0 comme unique racine ni¢me,

Explicitons ces racines:
Posons Z = re’® et w = pe', on a:

(pew)n = rel® o pnezn0 = rel®

Lorsque k décrit Z, 'argument de z prend n valeurs distinctes obtenues pour £k =0, k£ = 1,
o k=n—1.
Il y a donc n racines n'*™® de Z distinctes:

2
Wi = ﬁexp((%)), ke{0,1,...,n—1}.

Exercice: Résoudre dans C I’équation:

22 =1+1.



Démonstration. |1+ i| = +/2 donc
2 2 i
1+i=v?2 (—\g—ki—\g) = V2¢'5,

d’on

[, Définition 0.1.2.
On désigne par I'ensemble des racines n'*™® de I'unité I'ensemble:

I
|
I
I 2irk

| Un={€n|k6[[0,n—1]]}.

[J, Proposition 0.1.3.
L U, est le seul sous-groupe multiplicatif d’ordre n de C*. De plus, U,, est isomorphe & Z/nZ.

Démonstration. Montrons tout d’abord que U, est un sous-groupe multiplicatif de C*:

e 1cU,.

e Soit (w,w’) € U2, alors (ww')" = w" '™ =1 donc ww' € U,.

e Soitw#0, ()=t =1dmncleU,etl w=1.
Montrons maintenant que c’est le seul sous-groupe multiplicatif d’ordre n de C*: Soit G un
tel sous-groupe et z un élément de G, alors 2™ = 1 ce qui implique que z € U,, donc G C U, .
Donc G = U, car ils ont le méme cardinal.

Il ne reste plus qu’a démontrer que U, est isomorphe a Z/nN: Soit

v: Z/nZ —> U,
Eo— wp=ent

Tout d’abord, ¢ est bien définie: Soient k et k' dans Z tels que k = &’ alors il existe m € Z
tel que k = k' + mn, ainsi

Soit (k, k') € 22,

24w

e(k+F) =9 E+F) =wpw =en B = o wop = o (k) - o (F) .
Donc ¢ est un morphisme de groupe multiplicatif. Vérifions que ¢ est bijective:
Kerp = {k € Z/nZ|w, =1} = {0} .

Par conséquent ¢ est un injective, de plus |Z/nN| = n = |U, | donc ¢ est bijective. u

L’ensemble U,, est un groupe cyclique.
. 2ipT P . N N
Exercice: Montrer que e = est générateur de U, si, et seulement si p et n sont premiers
entre eux.



0, Définition 0.1.4.
| Un générateur de U, est appelé racine primitive n'®™¢ de I'unité.

(], Définition 0.1.5.
On appelle fonction symétrique élémentaire a n variables (z1,%s9,...,2,) les n fonctions

|

|

|

I notées

|

1 O = E Tjy Tjy * ** Ty

- 1<41<82<...<i<n
0 Proposition 0.1.6.
Soient wy, := e”n" les racines n®™ de I'unité. Alors, pour tout k € [1,n — 1],

o = op(l,wy,wa, ... ,wp_1) =0.

Démonstration. En effet, les wy, étant les racines de X™ — 1, on a:
X'—1=(X-1)-X—-w) - (X—wo) ... (X —wp_1).
En développant le deuxiéme terme, on obtient:
X" —1=X"— X" '+ X" 2+ ... + (=10,

d’on le résultat. n

Remarque: En particulier, si w est une racine n'*™¢ de I'unité distincte de 1, alors

l+w+w?+... .+t =0.

0.2 Interprétation géométrique.

[J Proposition 0.2.1.
Soit u € C* s’écrivant u = re®.
Les racines n'*™ de u se situent sur le cercle de centre O et de rayon {/7.
Si n = 2, alors les racines carrées de u sont diamétralement opposées sur C.
Si n > 3, alors les racines n'®™* de u sont les sommets d’un polygone régulier.

Démonstration. Puisque toutes les racines n'*™* de u ont le méme module {/7, leurs images
appartiennent bien a C.
Deux racines n'®™® successives se déduisent toujours par une rotation d’angle %. [ ]

[J Proposition 0.2.2.
Soit u € C*. Les racines n'®™* de u se déduisent des racines n'*™® de 'unité par une
similitude directe de centre O, de rapport {/r et d’angle 8%,

n



Démonstration. Soient

0+ 2k
zkz{’ﬁexp(i + 2k

), ke [0,n—1]

. I 2ikm . i iz .
les racines n'*™* de u et wy = €= k € [0,n — 1], les racines n'*™* de l'unité. Soient h

I’homothétie de centre O et de rapport /r et p la rotation de centre O et d’angle %.

2k N

(hop)lwr) = h (eiT . ezg)
= h (ei%’fzi#})

W@i 2kn+6
(hop)ws) = z.

0.3 Applications.

0.3.1 Reésolution des équations du second, troisiéme et quatriéme
degré.
Probléme 1: Résoudre dans C, pour (a,b,c) € C*, a # 0 I'équation:

az? +bz+c=0.
Démonstration.

b\% -4
azl+bz+c=0<a z2+ — 2 mac =0.
2a 402

En posant A = b? — 4ac (c’est le discriminant de 1’équation),

e Si A=0,alors z = 3.
¢ —b—4

e Si A#0,alors z; = %:‘5 et 2p = =5 oil § et —J sont les racines carrées de A.

Exercice: Résoudre dans C, ’équation
L+ +1=0.
Probléme 2: Résoudre dans C, pour (a,b, c) € C?, I'équation:

2 4+a2+bz+c¢=0.

Trouvons une translation permettant de supprimer les termes en 2%: posons y := z + k,
I’équation devient:

(y— k) +aly —k)?+bly—k)+c=0,

4



soit en développant,
Y3 —3ky? +3k%y — k® + ay® — 2aky + ak®* + by — bk +c =0,
et en ordonnant les termes, on obtient:
y* + (a — 3k)y? + (3k* — 2ak + b)y + ¢ — bk + ak® — k* = 0.
Ainsi, en prenant k£ = £, on a:
v+ (b— C;—Q> ‘y+c— %b+22_a73 =0.
Si p = 0, alors les solutions sont les racines cubiques de —gq.
Si p # 0, alors on cherche les solutions de la forme y = u + v:
(u+v)’+plutv)+¢g=0 & v’ +0°+3u’v+3u’+plu+v)+¢=0
& W+ +Buw+p)(ut+v)+g=0
En imposant 3uv + p = 0, notre équation devient:

ud+ 13 =—¢
3uv = —p

ce qui implique (on perd ’équivalence ici) que:

ud+ 13 =—¢
3,3 — =p°

’LL’U—27

Donc u? et v3 sont les solutions de I’équation du second degré:

p3

2
z°+qr——==0
27 ’
. s . _ 27q2+4p3 st 1 N \ .
son discriminant vaut: § = "% ainsi d’apres notre probléme 1:
s _ —q—Vo
U= ——
2
’U3 _ _q + \/S
2
Soit 7 une racine cubique de u3, alors u = r, rj ou rj2 ol j = e s . Pour récupérer 1’équiva-
lence avec notre équation précédente, on reprend la condition 3uv = —p, ce qui nous donne

les trois solutions:

.2 -

—p . —Dj 9 —PJ

= o t _—
(u,v) (7", 3r>, (7".7, " ) e (7".7, ” )

d’ott les solutions de notre probléme initial:

P a
T8 3
z@-rj—zi—2
3r. 3
2'3,—7"]'2—12—E
ar 3

Exercice: Trouver avec la méthode précédente la solution réelle de 1’équation Y3+Y —2 =
0 et donner une relation entre irrationnels.



Démonstration. Avec les méme notations que dans la méthode proposée, on a:

{ ud+v3 =2
-1 )

3’1,1/[):?

1 _ 3 A_dira
3 = 0 c’est-a-dire:

28 28

3 3
=1 - =1 _.
" V 27 et v 27

D’otu la solution réelle a ’équation proposée:

_31+ @4_31_ @
vy= V 27 Va7

Or 1 est une racine évidente de cette équation, donc
3 28 s 28
1 — 1—4/—==1.
VPV TV TV

Probléme 3: Résoudre dans C, pour (a,b, ¢,d) € C*, 'équation:

on a alors I'équation: 22 — 2z —

A rad +b2 + ez +d=0.

Cherchons une translation permettant de supprimer les termes en 23, posons y := z + k.

L’équation devient:
(y—k) ' +aly—k)>°+by — k)’ +cly—k) +d =0,

soit en développant,
yt —4ky® + 6k2y% — 4k3y + k* + ay® — 3aky® + 3ak?y — ak® + by? — 2bky +bk* +cy —ck+d = 0,
et en ordonnant
y* + (a — 4k)y® + (6k? — 3ak + b)y® + (3ak? — 4k® — 2bk + c)y + k* — ak® + bk®> — ck +d = 0.

Ainsi, en prenant k£ = ¢, on obtient:

3a? a® ab a’b  3a* ac
4 2
y—i—(b )y—i—( +c>y+\16 556 4-1—/

=T

On remarque que pour tout z € C,
2 IE2

2 §)2_4 2 ¥ N2 -
(y+2 =y +ay + (z—py QY+ -

6



On va donc chercher z, tel que le deuxiéme terme soit un carré. Pour cela, il faut que le
discriminant ¢ de cette équation en y soit nul, c’est-a-dire:

IE2

q2—4(:v—p)<z—r>=0 & - +are+pr® —4pr=0
& 23— pa® —drz+4pr — ¢ = 0.

Cette équation admet des solutions d’aprés la méthode précedente, soit alors zy une de ces
solutions, on obtient ainsi:

To\? To\?2
(y2+50) =(my+n)® & (y2+50) —(my+n)>=0
& (y2+x2—0—my—n)-(y2+%+my+n)=0

y-my+%2-n=0

A 2 o _

Yy +my+3+n=0

et se sont deux équations résolubles d’aprés notre premier probléme.
D’aprés la théorie de Galois, on ne peut pas résoudre toutes les équations
de degré supérieur.

0.3.2 Calcul de certains cosinus.

Probléme 1: Calcul de

2 . 27 47 ; 47
cos —, sin —, cos — et sin —
5’ 5’ 5 5°

On considére dans C 1’équation:
(E) 2'+22+22+2+1=0.
1. Résoudre dans C I’équation (E) et en déduire une factorisation dans R du polynéme
PR)=2"+2+22+2+1.

2. On pose u =z + 1 avec z # 0.
(a) Mettre P(z) sous la forme P(z) = 2%f(u) ou f est un polynéme de degré 2.
(b) Résoudre f(u) =0 et en déduire les solutions de (E).

3. En comparant les resultats obtenus en 1. et 2., trouver les valeurs exactes de cos 2%
sin 2% cos 4T et sin 4T

7

Démonstmtwn. 1. Les solutions de (E) sont les racines cinquiémes de 1'unité, ainsi
P(z) = (z—e25")-(z—e‘iz?”)-(z—e?)-(z—e_i%)
= (z2 — (e_i%r + ei%’r) z+ 1) . (z2 — (e_i%’r + ei%) z+ 1)
= (z —2c0s—z+1> <z2—2c0s4§z+1>



2. Posons u = z + %,

(a)

donc f(u) =u?+u—1.
(b) A=1+4=5dou

— —1-V6

fuy=0e T2
Uy = —14v5

2

1
w=z4+- & Z2—uz+1=0
2

15, \/5_7
4

_1_\/5 w/5—
4 2[

~1+v5 \/f

1 %3 = 4
U =2+ — &
2 4 —1+\/5 \/5+
2o =
2 4 2{

3. Puisque e = cos §+4sin 6 il nous reste plus qu’a identifier en remarquant que: cos 2% >
0,sin?® >0 et Rezs > 0, Imzs > 0 donc

21 =

Z9 =

et de méme,

cos2—7r— 4_14_\/5 et sin2—7r = 45+\/5
5 4 5 2/2
etcos T < (), sindx = > 0don
5 4 5 22
[ ]
Probléme 2: Calcul de 5
T
cos —
D’aprés notre lecon,
16
ik 2k 2k
xb=TTx - = "7 = cos = + isin ——
Z ,H Wk), Olwg=e17 =cos T + isin &



Nous allons classer ces racines dans 'ordre suivant:

3 3% 3 315
Wi, Wi,Wy , Wy, oo, WY

En rappelant que w; = w¥, nous obtenons ainsi toute les racines 17'°™¢ de 1'unité distinctes
de 1, puisque:

P=1[17] 3=3]17] 3P =9]17] 3*=10[17

34 =13[17] 35=5[17] 36=15[17 3" =11[17]

3 =16[17] 3°=14[17] 30 =8[17] 3" = 7[17]

312 = 4[17] 38 =12[17] 3" =2[17] 3% =6[17].

En fait, pour vérifier que 3 est d’ordre 16 modulo 17, il suffit de vérifier que 3,
32, 3% et 38 ne sont pas congru & 1 modulo 17, mais notre but ici est d’obtenir le classement
suivant:

Wy, W3, Wy, Wip, Wiz, Ws, W15, Wi1, Wis, W14, Wg, Wy, Wy, Wiz, Wa, Ws-

En prenant une racine sur deux puis en les sommant, on obtient:

u1=w1+wg+w13+w15+w16+wg+w4+w2
et
Uy = w3 + Wi + ws + w1 + wig + w7 + wi2 + we.

Par le méme procédé, on pose:

V1 = w1 twiz +wig Wy, U3 = w3+ Ws+ Wiy + wie
Vg =Wy +wis +wsg +wa, V4= wip+ w1 + wr+ ws.

et
1 = w1 +wie, 5 =ws+ wis,
lo = w13 +wy, lg = ws + wia,
t3 = Wy -+ Ws, t7 = Wio -+ Wr,
l4 = wis +wo, g = w1 + We.

Chaque t; est de la forme wy, + wi7_g = 2 cos 27,
w1 + Uy étant la somme des 16 racines 17'°™¢ de I'unité distinctes de 1, on a: u; +uy = —1.
On a,
U = 2 (cos2—+c0s4—+c0s8—+c0316—7r
17 17 17 17
6m 107 127 147
u2=2<cosﬁ+c037+ cos 7+c 17 ),
2T 81 6m 107
v =2 cosl—7+c0 17) =2 cosl—7-|—cosl—7
47 167 127 147w
Vg = 2 cosl—7+cos 17) =2 cosv-l—co 1—7>

Or 227 pour k € [1,8], sont dans [0, 7] et la fonction cosinus est décroissante sur cet intervalle
donc02<v1etv4<v3,deplus?—777< L E<Tet3¥ <Zdoncu >2(3+5+0-1)=0
or u; +us = —1 donc —1 — uy > 0 c’est-a-dire ug < —1 d’ ou ug < up et la décroissance de la

fonction cosinus nous donne directement que ty < ;.

9



En remarquant que wywy = wiyx €t que pour tout u € Z, wy = Wri174, ON &

Uil = W4+ Wi+ We + Wiz + wis +Ws + Wiz + Wy + Wiz + We + wig + w3 + Wwe + wie + wWa
Fwis +wig + W +wi +wr+wi twst+wg+wytw +ws+ w3+ wg+ wig + ws
+wip + wq + we + Wy + wyp +wip + w1z + we + w11 +ws +wi1 + w1 + wiz +we + ws
FWis +Ws + Wiy + Wy +Wig + Wy +Wis + w1 +wi + wie + wip T ws + wig + wr + wig

+CL)16 -+ Wy -+ W14 -+ Wg

4(’LL1 + ’LLQ)
UrUgs = —4.
De plus, u; + us = —1 donc u; et ug sont racines de

X’+X—-4=0.
Toujours par construction, v; + v9 = u; et

Vg = Wy TWig+wy+ws+ws+twintwstwstwgtwytwrtw +wiztwr+wie+we
—1.

Ainsi, v, et vy sont racines de
X2y X —-1=0.

De méme, vz + v4 = us et

U3Vy4 = w1z +wi4 +wip + wy + wis + wis + Wiz + wi1 +wy + ws + wa + w3 + ws + we + wa + ws
—1.

Ainsi, vs et v sont racines de
X2 —upX —-1=0.

De plus, t; + 1o = vy et 1ty = wig + wy + w1s + w3 = v3, alors ¢; et {5 sont racines de
X2—’U1X+’U3 =0.

On peut maintenant calculer les solutions de ces différentes équations:
e X? + X —4 =0 a pour discriminant A =1+ 16 = 17 d’otl

—1+4/17 —1—17

et U =

=" 2

e X? — 1y X —1=0 a pour discriminant A = u? + 4 donc

_up+y/uf+4
="

U1
e X? — 43X — 1 =0 a pour discriminant A = 42 + 4 donc

U2+ us +4

Vs 9
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e X2 -y, X +v3 =0 a pour discriminant A = v? — v3 donc

v/} —4us o
B 2

= 2cos —

2 17

c’est-a-dire:

oI —1+17+ V34 — 2/17
16

COSﬁ =

\/68+ 12v17 + 2(v/17 — 1)v/34 — 2/17 — 16/ 34 + 24/17
+ .
16

0.3.3 Géomeétrie.

Déterminer les conditions complexes pour qu’un triangle soit équilatéral.
Démonstration. Pour commencer, déterminons la rotation R de centre C(c) et d’angle %:
Soit Z'(Z') 'image par R de Z(z). On a:

67 = G%CY—Z = —G%CY—Z = —j267.

Ecrivons cette égalité a ’aide des affixes des points:

7 —c=—j*(z—c) = —j%2 + j’

d’ou 2’ = —j22+ (1 + j%)c, or 1 + 5 + j2 = 0 donc
R(z) = —j%*2 — jc.

Le triangle de sommets A(a), B(b), C(c) est équilatéral de sens direct si, et seulement si
R(a) = b c’est-a-dire:
—j2a—jc=be jfa+b+jc=0

soit en multipliant par j:
a+bj+cj?=0.

Le triangle de sommets A(a), B(b), C(c) est équilatéral de sens indirect si, et seulement si
R(b) = a c’est-a-dire:
—j*b—je=as a+bj®+cj=0.

Donc le triangle de sommets A(a), B(b), C(c) est équilatéral si, et seulement si
(a+bj +cj®)(a+bj* +¢cj) = 0.
En développant, on obtient:
a® + b+ + (ab+be + ca) (52 +j) =0

c’est-a-dire
A+ +ct—ab—bc—ca=0

que 'on peut encore écrire:

(a—=b)*+ (b—c)>+ (c—a)*=0.

11



Exercice: Déterminer z pour que le triangle de sommets ¢, z et ¢z soit équilatéral.
Démonstration. D’aprés la relation précédente, on a:
P+ i — i —i2? = %2 =0
c’est-a-dire
iz —(1—i)z+1=0

qui est une équation du second degré en z dont le discriminant A = (1 — 4)? — 44 = —64.
Cherchons la racine carrée de A: Trouvons a et b vérifiant (a+:b)? = —64 ce qui est équivalent
a a? — b% + 2iab = —6i, d’ott a® = b? et ab = —3, on peut donc prendre, par exemple, a = /3
et b= —/3, d’ott A = 3(1 —i)2. D’ou les deux points recherchés,

_1-i—vB(1-i) _ (VB-1)(1+9)

:1—i+3}§(1—i) (\/3431)(1+z')

21

21 2

22
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