Exemples de représentation paramétrique
des coniques; constructions de la
tangente et de la normale en un point a
une parabole, une ellipse, une hyperbole.

Pré-requis:

o Définitions géométrique (monofocal et bifocal) et par équation réduite des coniques
réelles.

o Définition de bissectrices d’un angle.

¢ Notion d’orthogonalité.

¢ Définitions et propriétés des fonctions trigonométriques.

Cadre: On se place dans un plan affine euclidien orienté P muni d’un repére (O, 7", 7).
Voici les différents repéres que nous allons utiliser pour travailler au cours de cette lecon:

Hyperbole Parabole Ellipse
H D' D D P il D
&
7 7 F 7 F 7 7’w
IE2 y2 3 IE2 y2
@ ! Y~ = 2po 2tp=!

Notations: Le point H est le projeté orthogonal de M sur D, ' = {H, P, E}.

0.1 Représentation paramétrique.

0, Définition 0.1.1.
' Soit la courbe plane

C={(f(®),9(t) ePltel figeC(l)}.

|
|
|
| Les équations

| z = f(t) et y=g(t), pourtel,
|

|

sont des équations paramétriques de € de paramétre ¢.
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Remarque: La courbe € de cette définition est qualifiée de courbe paramétrée et les équa-

tions paramétriques constitue une paramétrisation de € ou une représentation paramétrique
de €.

(1, Théoréme 0.1.2.

En utilisant les repéres spécifiés dans 'introduction et en choisissant un paramétre adapté,
on obtient les paramétrisations suivantes:
x = Facht
: R
H { y=tsht ° &%
t2
= —
P 2p , t e R,
y=t
T =acost
: . 27|.
i € {yzbsmt , t €[0,2n[
Démonstration. e D’aprés les propriétés des fonctions cosinus hyperbolique et sinus hy-

perbolique, & tout couple de réels (u,v) vérifiant u? —v? = 1, on peut faire correspondre
un réel ¢ tel que:
u = *cht
{ v=sht

De sorte que

IE2

a?

= 4cht

2
VM (z,y), —‘Z—2=1¢)Elt€]R, tel que { teR

Q@R |8
Il

e]

=

o~

2
MePe OM= g—T’-l—yT’
p
d’out le résultat en prenant y = t.
e D’aprés les propriétés des fonctions cosinus et sinus, 4 tout couple de réels (u, v) vérifiant
u? +v? = 1, on peut faire correspondre un réel ¢ défini & 2k7 prés tel que:

U =cost
v=sint
De sorte que

2 2

VM(z,y), —+——1¢)Elte[0 27[, tel que { = cost

—sint t €10,2n].

b2

e |8

Exercice: Montrer que 1'on peut écrire paramétrer I’hyperbole avec:

4 T T 3
x:
H: cost te]——,—[u]—,—[.
{yzbtant 272 2" 2



Démonstration. L’application ¢ — tant définit une bijection de | -2, Z[ dans R. De plus,
Vie]|-2,Z],

2772

—tan’t =1,
cos? ¢

et ¢ — —L- est une fonction paire sur |—%, 7|, définit une bijection de [0, 7| dans [1 + oof.
De plus, on a que ¢t € |%,% [ — L, définit une bijection de [m, 3| sur [—1, —co[ et en

changeant de repére (X =z — 7 et Y = y) on a la parité dans le nouveau repére. Ainsi

22 y? T T 37 z o 1
VM (z, eﬂ{,———:1:>5|te]——,—[u — —,¢ o~
enggorene A
Réciproquement, tout point M(t) de coordonnées (%, btant) out € |-%,2[U]Z, 31[
appartient bien a JH. [ ]

En considérant le paramétrage du cercle suivant:

z(t) = acost
{ y(t) = asint ¢ €10, 2n,

(le parametre ¢ est 'angle polaire) I'affinité orthogonale d’axe (O7") et de rapport 2 le cercle
sera transformé en la courbe paramétrée

z(t) = acost |
{ y(t) = bsint ,t€10,27[:

M(a - cost,a-sint)

M'(a - cost,b-sint)

|

En partant du cercle de centre O et de rayon b et en le transformant par ’affinité ortho-
gonale d’axe (O77) et de rapport # redonne &.



0.2 Constructions de tangentes et de normales.

[0 Définition 0.2.1.
Soit la courbe paramétrée I' := {M(t) € P|t € I} et My = M(ty) un point fixé de T.
Lorsqu’elle existe, la tangente a I' en M; est la droite Ty, passant par M, et dirigée par le
vecteur dérivé du vecteur position, c’est-a-dire:

_ OM{({) — OM,
= lim .
dt t—to t—to

|
|
|
|
|
:
|
| dOM (t)
}
|
' La normale & I" en My, notée Ny, est la droite orthogonale & Ty, passant par M.

[1 Théoréme 0.2.2.

L Toutes les coniques I' admettent une tangente en chacun de leurs points.

Démonstration. Dans chacune des paramétrisations proposées précédemment, la tangente en

un point M (t) de I" existe car le vecteur %ﬁ n’est jamais nul. u

[0 Propriété 0.2.3.
Soit I' une courbe paramétrée par ¢t — (z(t),y(t)) et My := (2o,%o) un point fixé de I'.
La tangente T34, a pour équation:

y'(to)(z — 30) — 7' (t0)(y — w0) = 0,

et la normale Ny, a pour équation:

@' (to)(z — m0) + 4/ (o) (¥ — yo) = 0.

Démonstration. D’aprés la définition, T, est dirigée par

dOM() . OM@) —OMy, . MM@E) ([ '(t)
——— = lim =lim —* = , :
dt tvto t—to toto t—tp y'(to)

Or I'équation cartésienne d'une droite s’écrit az + by + ¢ = 0 ((a,b) # (0,0)) avec ( _ba )

. b - , .
est un vecteur directeur et ( . ) o vecteur normal, ainsi Ty, a une équation de la forme

—y'(to)z + 2’ (tg)y + ¢ = 0.

Or elle passe par My(zo, yo), d’on le résultat.
De méme, on a une équation du type z'(tp)z + y'(to)y + ¢ = 0 et comme elle passe par
My, on obtient le résultat. u

Voyons maintenant une construction de tangente commune & toutes les coniques:

0 Proposition 0.2.4.
L Soit M € T' (M ¢ (FF")), alors Ty coupe D en T et (FM) est perpendiculaire & (F'T).



Démonstration. On va se placer dans un nouveau repére (O, 2*, 7°) oi1 (0’ 7") est I’axe focal
et (0'7) la directrice D.

Dans ce nouveau repére, on note M (x(t), y(¢)), F(c,0), T(0,7) et H(0,y). Alors I’équation
de la tangente T, est: /

T

(z' # 0 car M ¢ (FF')) ainsi
/
TEY- 5T

On déduit de la définition monofocale d’une conique réelle:
MF?=e’MH* & (z — ¢)* +y° = e’2”.

En dérivant cette relation par rapport a £, on obtient:

"' er—xz+c
(z — o)z’ +yy = ez’ = y_er-rre
! Y

e2w—w+c
Yy

dounrt=y— - Z.

Calculons,
FM-FT = (z=)(=0) + (=y)(-7)
= —cx+ +y®— (e%2® — 2% + cx)
—cr+cf+efr’—(z—c)f -’ + 1’ —cx
0

On en déduit la construction de tangente et de normale suivante:

Voyons maintenant des constructions spécifiques a chacune des coniques:

0, Proposition 0.2.5.
L La tangente Tys & H est la bissectrice intérieure de I’angle F/M\F’ )



Démonstration. La définition bifocale fournit I’équivalence suivante:
MeHe MF - MF' = +2q.
Notons ' (t) = W et v (t) = W , application
hete |7 @) - 17 @)

est constante sur [0,27] donc sa dérivée est nulle. De plus la paramétrisation proposée
précédemment montre que chacune des applications t — || (£)|| et ¢ — || (¢)|| sont dérivable
sur [0, 27]:

20 = VT TO = L) = L0 T0
176l =VFO -0 = IO =55

Or
—
— dOM
@(t) = M(DF = OF —OM(1) = 0'(t) = _OT(t)’
et
—
\ \ > M
T({t)=MEF =0F —OM(t) = 7'(t) = _Lodt(t) _
Par conséquent,
o dOM@E [ MF  MF \ _
Wit)=0s . - = —0
R Ll O
Or ||g|| - ||ﬁ“ est un vecteur directeur de la bissectrice extérieure a ’angle FMF , On

en déduit que la tangente est dirigée par un vecteur orthogonal a cette bissectrice extérieure,
c’est donc la bissectrice intérieure de F'MF". [ |

On obtient alors la construction de tangente et de normale & une hyperbole:

Proposition 0.2.6.
La tangente T3, & P est la bissectrice intérieure de ’angle F/M\H )



Démonstration. D’aprés la définition monofocale de la parabole (MH = MF), le triangle
HMF est isocéle en M, ainsi la bissectrice intérieure de 'angle F'M H a pour vecteur direc-

teur: ,

MF + MR (_t_, —t) |

b
Comme
dOM (11
dt - p7 ]
ainsi
oM
MF + MH =t %(t),

d’on le résultat. n

D

H

0, Proposition 0.2.7.
L La tangente Tys & € est la bissectrice extérieure de 'angle F/M\F’ )

Démonstration. La définition bifocale fournit ’équivalence suivante:
Me&s MF+MF' =2aq,

on refait exactement la méme démonstration que pour ’hyperbole:
Notons @ (t) = M(¢)F et T (t) = M(t)F’, application

het= |O1+ 17 @)

est constante sur [0,27] donc sa dérivée est nulle. De plus la paramétrisation proposée
précédemment montre que chacune des applications ¢ — || (£)|| et ¢ — || (¢)|| sont dérivable
sur [0, 27):

170 = VG- 70 = <170 = W
Or
—
2(t) = MOF = OF — OM{) = @'(t) = _dogf ®)
et
) = MWF = OF - 03 = 7'(t) = - 2220



Par conséquent,

oM@ | MF . ME .
o\ [

h'(t)=0«<

Or “%_F}“ + | ﬁ?, I est un vecteur directeur de la bissectrice intérieure & ’angle FF M F', on

en déduit que la tangente est dirigée par un vecteur orthogonal & cette bissectrice intérieure,
c’est donc la bissectrice extérieure de F M F". [ |

On obtient alors la construction de tangente et de normale & une ellipse:

0.3 Compléments.

La tangente d’une ellipse peut étre aussi construite en utilisant 1’affinité orthogonale ex-
plicitée précédemment:

a Te
C




On a aussi:
(], Théoréme 0.3.1.

L Toute tangente Tys a H coupe les asymptotes en deux points symétriques par rapport a M.

Démonstration. On se place dans le repére porté par les asymptotes, ainsi I’hyperbole a pour
équation y = 2 et M(¢) € H a pour coordonnées (t,2). Le vecteur directeur 7 de Ty a

pour coordonnées (1, —t%) Dans le repére proposé, U(0,u), or MU = k7 ainsi

—t=k
u—ﬁ:—’;—g ’

t

d’'olt u = 22 et de la méme maniére v = 2t et par conséquent MU = VM = (—t,%). n

Construction:

Si on appelle A et A’ les asymptotes a ’hyperbole, on construit 'image de I’assymptote
A par rapport & M et on note T’ 'intersection de cette image avec A’ alors le théoréme de
Thalés donne que (7"M) est la tangente recherchée.



