Recherche des isométries du plan
conservant un polygone régulier;

exemples (triangle équilatéral, carré,
hexagone, octogone...)..

Cadre: On se place dans un plan affine euclidien orienté P de plan vectoriel associé ?

Pré-requis:

o La connaissance de la structure d’espace affine du plan (Calcul de vecteurs et relation
de Chasles).

¢ La notion de groupe et de barycentre.

o Définition et propriétés des isométries euclidienne du plan, avec leur classification (On
notera Is(P) le groupe des isométrie de P).

o Notion d’angle orienté de vecteurs.

0.1 TIsométries du plan conservant les polygones réguliers.

[, Définition 0.1.1.
' Un polygone régulier (convexe) AgA; ... A, 1 & n sommets (n > 2) est une configuration du
' plan formée des points (appelés sommets) Ag, Ay, ..., An—1 et des segments (appelés cotés)

i [A;Ai41] 7 € {0,1,...,n — 1} (avec la convention Ay = A,) de sorte que les sommets sont
" situés sur un cercle de centre O (le centre du polygone) et vérifient (OAO : OAk) = 287 [9r]

' pour tout k € {0,1,...,n— 1}.

A, e
/ Ay
, k6
\\ 0 - 2% ,,///An—l

Notation: On notera F, un tel polygone régulier.

Remarque: Puisqu’une isométrie affine f conserve les distances et les angles (au signe
prés), alors I'image par f d’un polygone régulier P, = AgA;...A,_; de centre O est un
polygone régulier f(P,) = f(A4o)f(41)...f(A,_1) de centre f(O). On dira que f conserve
P, si

{Ao, Al, PR 7An—1} = {f(Ao), f(Al), PR 7f(An—1)} y

et on le notera f(P,) = P,.



0 Proposition 0.1.2.
L’ensemble des isométries conservant un polygone régulier P, est un groupe pour la loi de
composition. C’est le groupe du polygone régulier P,, qu l'on notera Is(P,).

De plus ’ensemble des déplacements conservant P, forment un sous groupe de Is(P,) noté
Ist(P,).

Démonstration. Cet ensemble est non vide, puisque Id € Is(P,) et il constitue 1’élément
neutre. De plus, il est clair que la conposée de deux isométries conservant P, conserve encore
P, et que f~H(P,) = P,). ]

Notation: On notera Is™(P,) l’ensemble des antidéplacements conservant P,.

0.2 Description de Is(F,).

Dans la suite de 'exposé, on notera r la rotation de centre O et d’angle 27” et s la reflexion
d’axe (OAy).
[J Propriété 0.2.1.
L Les isométries 7 et s sont dans Is(P,).

Démonstration. La rotation r conserve P, puisque 7(4;) = r(A4;41), pouri € {0,1,... ,n—1}.

Les égalités angulaires

(O—AJ,OA—H_J) _ 2(n ;L k)m 21:L7r B (—> —>) 2]

OAy,O0A4;
montre que Ay, et A,_j sont symétriques par rapport & (OAy) et donc s € Is(P,). n

[J, Proposition 0.2.2.
L Tout élément de Is(P,) conserve 'isobarycentre O.

Démonstration. Toute isométrie f conserve lisobarycentre G de {Ag, A1, ..., An_1}, Clest-
a~dire que si G est lisobarycentre de {Ag, Ai,...,An_1} alors f(G) est l'isobarycentre de
{f(Ap), f(A),...,f(An_1)}, or f €Is(B,),donc {Ag, A1, ..., An 1} = {f(Ao), F(AD),..., f(A,_1)}
et f(G) =G.

Il ne reste plus qu’a montrer que G = O, considérons la rotation r € Is(P,). Alors par ce
qui précéde, r(G) = G or ne posséde qu’un seul point fixe O, donc G = O. [

Conséquence: Un élément de Is(P,) est une isométrie a point fixe; ¢’est donc une rotation
de centre O ou une reflexion d’axe passant par O.
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Théoréme 0.2.3.
Is(P,) = {Id,r,7*, ... ,r" ", s,ro0s,r’0s,... ,7" os}.

Démonstration. Un élément de Ist(P,) est une rotation de centre O qui sera entiérement,
déterminée par la donnée de I'image d’un point de P, par exemple, Ay. Comme cette derniére
doit étre I'un des points Ay, Ay, ..., A,_1, il y a au plus n rotations. Or Id, r, 72, ..., r*!

r
7
sont n déplacements distincts envoyant A, respectivement sur Ay, Ay, As, ..., Ay_1, On a:

Ist(P,) = {Id,r,7% ... ,r" '},

De la méme maniére, un élément de Is™ (P,) est entiérement déterminé par 'image de

Ayp, il y a donc au plus n réflexions dans Is™(BP,) et s, ros, ros? ..., ros" ! sont n
antidéplacements distincts conservant P,. Donc
Is(P,) ={s,ros,r?0s,... ,r" 'os}.
n

Remarque: Pour k # 0, la réflexion 7* o s transforme Ay en Ay; son axe Ay est donc la
médiatrice de [AgA] et, comme (O—AO),O—A;) = 2297], on a (O Ay, Ax) = EZ[x]. Lorsque
k est pair, égal a 2m, cet axe passe par le sommet A, et lorsqu’il est impair, égal &4 2m + 1,
I'axe est la médiatrice du coté [A,, A1)

Finalement, les axes de symétries d’un polygone régulier sont les médiatrices des cotés et
chaque droite passant par le centre et un sommet. Ces deux types de droites sont confondus
lorsque n est impair et distincts lorsqu’il est impair.

Az D"*
Ay
J“ >y
/ //4\// Ao
0, i\o
\ 2,
An -1
\ N\
N
An -2 <

Complément: Is(P,) est le produit semi-direct Is*(P,) x {Id, s} ou {Id, s} opére par
conjugaison sur Is(P,) selon la loi sor o s™' = r~!. Plus précisément, en remarquant que
Is(P,) est cyclique et isomorphe & Z,, et que {Id, s} est isomorphe & Z, Is(P,) est un groupe
diédral.

Rappelons que le produit semi-direct G; Xy G2 de deux groupes quelconques G et G,
selon une opération # : Go — AutG; est le produit G des ensembles G| et G muni de la loi
*:

(hl, hQ) * (kl, kQ) = (hl e} 0(](11)(]12), kl e} kQ)

Dans notre cas
Ist(P,) — IsT(P)
T = Soros”

6(s) :
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0.3 Exemples.

0.3.1 Le triangle équilatéral.

Le triangle équilatéral illustre le cas ol le nombre de sommets est impair: il n’y a donc
qu’'un seul type d’axe de symétrie.
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Il résulte de ’étude faite précédemment, en notant T le triangle équilatéral de sommet A,
B, C, que
IS(T) = {Id7 T, T27 SA4,S8B, SC}

avec 7 la rotation de centre O et d’angle 2% et s4, sp et s¢ les réflexions d’axes respectifs

(OA), (OB) et (OC). ’

[J Théoréme 0.3.1.
Le groupe Is(T) est isomorphe au groupe symétrique o(A, B, C) des permutations des trois
sominets.

Démonstration. On considere 'application qui, & une isométrie f associe sa restriction f|{4,5,c}
détermine un morphisme du groupe du triangle dans le groupe symétrique (A, B, C).

Ce morphisme est injectif, car une isométrie est déterminée par les images de trois points
non alignés. De plus, les deux groupes ont deux élément, ce morphisme est donc bijectif. m

0.3.2 Le carré.

Le carré illustre le cas ol le nombre de sommets est pair; il y a alors deux types d’axes
de symétries.

22D A’ CQ
% A
A B

Avec les notations de la figure et en notant € le carré ABCD, il résulte de 1’étude précé-
dente, on a:
IS(G) = {Id, T, 7"2, 7"3, SA, SA’, SD, S‘D’},
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ou r est la rotation d’angle Z et de centre O et sa, sas, Sp, s sont les réflexions d’axes

respectifs A, A’, D et D'. ’
Comme ci-dessus, en considérant le morphisme qui, & une isométrie f associe sa restric-
trition f14,8,c}, On a:
[J Théoréme 0.3.2.
Le groupe Is(C) est isomorphe au groupe symétrique (A, B,C, D) des permutations des
trois sommets.

0.3.3 Le pentagone et ’octogone régulier.

Soient H ’hexagone régulier (convexe) AgA; ... As de centre O, Ty le triangle équilatéral
AgAs A, et T le triangle équilatéral A; Az As.

En utilisant ce qui a été vu précédemment, on remarque en notant Is(Ty, T;) le groupe
des isométries de Ty sur J; que

IS(:H:) = IS(T()) U IS(T(), Tl)
En notant sp la symétrie de centre O, alors on a:
Is(To, T1) = Is(To) 0 so et Is(H) = Is(Tp) x {Id, s0}.
Soient O l'octogone régulier (convexe) AgA; ... A7 de centre O, Cy le carré AgAz A, A et
G, le triangle équilatéral A A3 AsA7.
Avec les méme notations, on a:
IS(O) = IS(G()) U IS(G(), (?1)
De plus, avec sp une reflexion échangeant €, et €, on a:

Is(0) = 1s(Cy) o sp et Is(0) =1s(Cy) x {Id, sp}.



