Etude de la fonction f : 2 |—> b ou a, b,

2z sont complexes. Lignes de mveau pour
le module et 'argument de la fonction f.
Applications.

Cadre: On note P le plan affine euclidien orienté rapporté a un repére orthonormal direct
0,7,7).

Pré-requis:

o Les nombres complexes (en particulier, le module et I’argument d’un nombre complexe,

leur représentation géométrique).

o Expression complexe des transformations du plan.

¢ Equations complexes des droites et des cercles.

¢ Image d’une droite ou d’un cercle par une translation et par une similitude.

Notation: Dans cet exposé, on notera A, B, C et M les points de P d’affixes respectifs
a, b, 1etz.

0.1 Etude de la fonction [ : z — 2=}, a, b dans C avec
a # b.

Remarque: On écarte le cas a = b car ’application f : z +— 1 est triviale.

Théoréme 0.1.1.
L’application f est une bijection de C\ {b} sur C\ {1}. Sa réciproque est:

bz —a

-1
A .
f i z—1

Démonstration. L’application f est définie sur C\ {b},

zZ—a
=2 & zZ/-bd=z2-a
z—0b
&S 22/ —2=b—a
& 2 -1)=b—-a
zZ—a bz —a
=7 & z= avec 2’ #£1
z—0b Z =1
de plus
z—a
= 1 S a=
z—0b
or a # b, par conséquent le complexe z' = 1 n’admet aucun antécédent par f et tout nombre
complexe 2z’ # 1 posséde un unique antécédent, a savoir z = b:,%l“ [ ]
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Lemme 0.1.2.

Vz € C\ {b},
b—a
=1 .
fle)=1+"-1
Démonstration. En effet, 1 + I;_TZ = =L

%, Théoréme 0.1.3.
L’application f se décompose en f = fy0 f3o0 foo f1 o

fiizwz—0b, forzm -,

L fsiz— (b—a)z et faiz— 241
Démonstration. C’est une simple traduction du lemme.

2 Propriétés 0.1.4.
Pour tout z € C\ {b}, on a:
Q)
_ |2 —=Re((a+b) z) + Re (ab)

Re f(z) = s
(i) - )
Im f(z) = Im ((a _|Z)—Z)b|—; Im (ab)
(iii)
1&1= = or

(iv)

argf(z) = arg (z—a) = (W,M) :

z—0b

Démonstration. Pour (i) et (ii), on écrit:

z—a _ (z2—a)(z—b)

z—b |z — b|?
|2 —bz—az+ab
- |z = b[?
Or
Re(—bz — aZ) = Re(—bz) — Re(az) = Re(—bz) — Re(@z) = —Re ((a + D) 2)
et

Im(—bz — az) = Im(—bz) — Im(az) = Im(—bz) + Im(az) = Im ((a — b) 2) .

Le (iii) et (iv) découlent directement des différentes définitions mises en jeu.
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L’application f est une homographie, c’est-a-dire une application de la forme:

cz+d
ez+ f’

(g est définie sur C\ {—L} si e # 0 et sur C tout entier lorsque e = 0) .
Exercices:
1. Montrer que g est bijective de C\ {—£} sur C\ {¢}. Déterminer sa réciproque.
2. Soit H le demi-plan de Poincaré et g : z — “Z+b avec (a,b,c,d) € Z* et ad — bc = 1.
a) Montrer que g(H) = H.
b) Soient t:z+—>z+1let s:zm —1.
On pose

g:zr— (c,d,e, f) € C*, cf —ed # 0.

E ={Id,s,t,tos,sot,sotos,t”",s0t ', os,s0t  os}.

Calculer les éléments de E.
c) Montrer que z — 2 et z — -2
éléments de E.

Démonstration. 1. Pour tout z € C\ {—5},

peuvent s’obtenir en composant différents

d
2t =2 & e+ fd=cz+d
ez + f

& z2(ed —¢)=d— f7,
le complexe 2’ = ¢ n’a aucun antécédent par g car cf — ed # 0 c’est-a-dire d # % et
d—fz'

ez'—c¢”

tout nombre complexe 2’ # ¢ posséde un unique antécédent, a savoir: z =
2.
a) (a,b,c,d) € Z* donc g(R) = R.
Or H est connexe et de frontiére égale & R, on a donc g(H) = H ou g(H) = —H.

(ad—bc)Imz  Imz

I = =
mg(z) |Cz+d|2 |Cz+d|2,
les signes des parties imaginaires de Im g(z) et Im 2z sont les mémes donc g(H) = H.
b) o tos(z) = (1) =—L+1=
e sot(z)=s(2+1) = ;
e sotos(z) =5 (1) =& = =%,
e i l(2)=2—-1.
OSOt_l()—s(z—l) =L =1- 4%,
e i7los(z —tl( ):_%_1_ zJZA_
osotlos(z)—s(—%)zzjr_l: -
c)
2241 z 2 .
z+1 +z+1 <z+1> osol™ 0s(z)
et
4 1 -1
_213:—1—z+3:t_1<z+3>:t—los(z+3):t—losototot(z).



0.2 Lignes de niveau.

S Définition 0.2.1.

} Soit E une partie non vide de C, h une fonction de E dans R et £ un réel. On appelle ligne
. de niveau k associée & h 'ensemble de points M (z) de P tels que h(z) = k.

0.2.1 Lignes de niveau de |f]|.

Posons,
By :={M(z) € P\{B} : |f(2)| = k}.
% Proposition 0.2.2.

(i) Sik < 0: Ey = 0.
(ii) Sik=0: E, = {A}.
(iii) Si k> 0:
e k=1: E; est la médiatrice de [AB].

e k # 1: E) est le cercle de diamétre [I.J] ou I est le barycentre de ((4;1), (B;k)) et J
celui de ((4;1), (B;k)).

E, T T Ey

Démonstration. (i) C’est évident.
(ii) Si k=0, alors |z —a| =0 d’oa z = a.
(iii) Sik # 0:
e k=1:|z—a|=|z—b|doa MA=MB.

o k#1:
z—a MA
5= F e yp~*
o MA? = 2MB?
N (MA—kMB)-(MA—i—kMB):O
i:z -k o MI-MJ=0

donc Ej, est le cercle de diamétre [I.J].

Remarques:

e La construction de Ej a la régle et au compas est toujours possible et se raméne a la
construction des barycentres I et J lorsque k£ € R \ {1}.
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e Sik e R\ {1} et si C est un point du plan n’appartenant pas a la droite (AB) et tel
que g—g = k alors I et J sont les pieds des bissectrices issues de C du triangle ABC.

0.2.2 Lignes de niveau de argf.

Posons,
Fo:={M(z) € P\ {B} : argf(z) = a[r]}

et

Go :={M(z) € P\ {B} : argf(z) = a[27]}

% Proposition 0.2.3.

i
i

) Sia=0[n], alors F,, = (AB) \ {B}.
i? Si a = 0]27], alors G, = (AB)\]AB.

iii) Si o = 7[27], alors G, =]AB].
iv) Si @ Z0[r]: Soit T € P\ {B} tel que (ﬁ, Ei) = a[2n], alors F, = €\ {4, B} ot

C est le cercle passant par A et B et tangent en B a [BT].
P

(
(
(
(

v

(v) Si a Z0[27]: G, est I'arc capable de [AB] associé & o. C'est 'arc ouvert [AB[ de €
contenu dans le demi-plan de frontiére (AB) ne contenant pas T

Démonstration. Les assertions (i), (ii) et (iil) sont évidentes.
(iv) argf(z) = on] & (m, m) = afn]
Soit B’ le point diamétralement opposé & B. (BT) est tangente & € en B donc
(m,ﬁ) = 7 — «. Le triangle ABB' est rectangle en A donc (ﬁ,ﬂ) =

7 — 2 — (2 —a) = a. Ainsi, d’aprés le théoréme de l'arc capable:

VM € ¢, (mm) = a[r].



(v) C’est la méme démonstration que (iv) en rappelant que les mesures principales qui

sont de méme signe se situent dans le méme demi-plan.

0.3 Applications.

0.3.1 Colinéarité et orthogonalité.

%, Théoréme 0.3.1.
Soit z € C\ {b},
(i) Les points A, B, M sont alignés si, et seulement si

Z—a

z—0b

eR

(ii) Les vecteurs AM et BM sont orthogonaux si, et seulement si

Z—Q

€ 1R
L z—0b !

Démonstration. Les résultats sont triviaux si deux des trois points A, B, M sont confondus;

supposons les distincts.

(1)

z—a z
ER &
b arg

z: = 0[n]
& (m,m)zom

& les points A, B, M sont alignés.

& les vecteurs AM et BM sont orthogonaux.

Exercice: Déterminer 1’ensemble des points M(z) du plan tels que les points K, L, M

d’affixes respectifs 4, 12 et z soient alignés.

Démonstration. Les points K, L, M sont alignés si, et seulement si =% € R. Or i -

122 € 4R, c’est-a-dire

1—2
ae 1—2
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Soit alors D le point d’affixe 1, on a:

1—2
are 1— 2

Donc E = C\ {D, K} ou C est le cercle de diamétre [DK]. u

(MD,MR) = Jinl.

0.3.2 Critére de cocyclicité.

Théoréme 0.3.2.
Quatres points distincts A, B, C, D du plan d’affixes respectifs a, b, ¢, d sont alignés ou
cocycliques si, et seulement si
a—c b-c
a—d b—d

eR

Démonstration.

a—c b-—c

a—c b—c
a—d'b—deR & arg(a_d>—arg<b_d>:0[7r]

o o (1=g) = (5=)
& (m,m) = (ﬁ,@) 7]

et le théoréme de I'arc capable nous donne le résultat. [ ]

<o

a— —C

Remarque:

a=¢ . ;=< est appelé birapport (ou rapport anharmonique) du quadruplet
(a,b,c,d) ou (A, ,C,D)

t est noté [a,b,c,d] ou [A, B,C, D]

o

0.3.3 Etude de ’application ¢ de P associée a f.

Notation: On appelle @1, @2, 3, @4 les applications de P associées & f1, fa, f3, f1-
Remarques: ¢ et ¢4 sont des translations. (3 est une similitude directe de centre O
et de rapport |b — a|. ¢ transforme les droites et les cercles en cercle ou en droite, plus
précisément:
% Lemme 0.3.3.
Soient une droite D et le cercle C(I,r), r > 0.
(i) Si O € D: 3 (D \ {O}) est une droite passant par O, privée de O.
i) Si O ¢ D: (D) est un cercle passant par O, privé de O.
iii) Si I = O: @s(€) est le cercle € (0, 1).
iv) Si O € C: @2 (€ \ {O}) est une droite ne passant pas par O.
v) Si O ¢ C: p(C) est un cercle ne passant pas par O.

(1
(
(
(

Démonstration. Une équation de D s’écrit:

wz+wzZ+p=0 avec (w,p) € C" xR



(i) Si O € D, alors WO + w0 + p = 0 d’ou p = 0; I'équation de D s’écrit:
wz+wz=0.

Par définition, fo(z) = 1, donc ¢, (D \ {O}) a pour équation:

woow ZW 4+ 2w
2 Z 2z
W+ 2w
& —— =0
|2[2

& w4 zw =0,
c’est donc une droite passant par O, privée de O.
(ii) Si O ¢ D: wz+ wz + p = 0, ainsi pour z # 0, I'équation de ¢y (D \ {O}) est:
Wz t+wz+pzz

Ci—i-g—i-p=0 < — =0
Z Z 2z

W
& Wr = +p=0
& wrztwr+pzz=0,
c’est donc un cercle passant par O, privé de O.
(iii) On cherche I'image de €(O, ) par @o: w =0, 7 = /0 — k cest-a-dire k = —r?, d’on
I’équation:
2Z—12=0.

Ainsi en appliquant f3, on obtient:

1
——r?=0 & 1—-7%z=0
2z
1
< 22— 5 =0,
T

c’est donc le cercle de centre O et de rayon %
(iv) SiO € €,k =0et on a:
2z —wz—wz=0.
On applique f, et on obtient:

1 _

2z Z A
& wrtwz—1=0,

c’est donc une droite ne passant pas par O.
(v) Si O ¢ C: ’équation de € est alors

2Z—wZ—wz+k=0 aveck #0.

En appliquant f,, on obtient:

. _

— Y Ym0 & 1-wr—wEtkE=0
4 Z Z

& zE—gz—gi-l—l—O

A A

c’est donc un cercle ne passant pas par O.
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%, Théoréme 0.3.4.
Soient une droite D et le cercle C(Z,r) (r > 0). On note C le point d’affixe 1.
(i) Si B € D: ¢ (D \ {B}) est une droite passant par C, privée de C.

(ii) Si B ¢ D: (D) est un cercle passant par C, privé de C.
(iii) Si I = B: ¢(€) est le cercle ¢’ (C, “’;—a')

(iv) Si B € €C: ¢ (€C\ {B}) est une droite ne passant pas par C.
(v) Si B ¢ C: ¢(C) est un cercle ne passant pas par C.

Démonstration. Rappelons que ¢ = @4 0 3 0 g 0 1.

(i) Si B € D: f; est une translation de vecteur @’ (—b), donc (D) est une droite passant
par O. Or ge 0 @ (D\ {B}) = @20 (¢1(D)\ {O}), donc d’aprés le lemme, c’est une
droite passant par O, privée de O. (3 est une similitude directe de centre O donc
w30 o0 p1(C\ {B}) est une droite passant par O, privée de O. @, est une translation
de vecteur 2 (1) donc ¢(D \ {B}) est une droite passant par C, privée de C.

(ii) De la méme maniére, si B ¢ D, ¢1(D) est une droite ne passant pas par O. pz0¢;(D)
est un cercle passant par O, privé de O. @3 0 @3 0 (D) est un cercle passant par O,
privé de O. (D) est un cercle de centre C, privé de C.

(iii) SiI = B, alors ¢;(€) est un cercle de centre O et de rayon 7. @50 ¢;(C€) est un cercle
de centre O et de rayon 1. @30 @s 0 ¢1(C) est un cercle de centre O et de rayon “’;—“'
Enfin, ¢(C) est un cercle de centre C et de rayon “’;—“'

(iv) Si B € €: O € ¢(€), donc @9 0 1 (C\ {B}) est une droite ne passant pas par O.
w3020 p1(C\ {B}) est une droite ne passant pas par O. ¢(C\ {B}) est une droite ne
passant pas par C.

(v) SiB ¢ C: O ¢ ¢1(€), donc w01 (€) est un cercle ne passant pas par O. psopg0p1(C)
est un cercle ne passant pas par O. Donc ¢(C) est un cercle ne passant pas par C.

]

0.4 Compléments.

0.4.1 Equation complexe d’une droite et d’un cercle.

% Proposition 0.4.1.

(i) Pour toute droite D de P, il existe (w, p) € C* X R tel que
Mz eDewz+wz+p=0.
(ii) Réciproquement, pour tout couple (w,p) € C* x R, {M(z) € Plwz + wz + p = 0} est

une droite de vecteur normal 7 (w).
(iii) Pour tout cercle € de P, il existe (w, k) € C x R tel que

Mz eCo zz—wz—wz+k=0.



(iv) Réciproquement, pour tout (w,k) € C x R, {M(z) € P|2Z —wz — wzZ + k = 0} est:
o Psi|w|? <k,
o {Qw)} si |w|* =k,
o le cercle de centre Q(w), de rayon /|w|? — k si |w|* > k.

Démonstration. (i) Soit D une droite du plan dont une équation est az + by + ¢ = 0 avec
(a,b,c) € R® et (a,b) # (0,0).
On pose z :=x + 1y et w := a + 1b.

M(z)eD & ar+by+c=0
& Re(@z)+c¢=0
1 _
3 g(wz—i-wz)-i-c:o
& wrtwz+2¢=0

M(z)eD & wz+wzZ+p=0 en posant p=2c.
(ii) On pose z 1=z + iy et w := a + ib.
{M() ePloz+wz+p=0} = {M(z) € P|2Re(wz)+ p =0}
{M(z) € P|2(azx + by) + p = 0}

- {M(z) € Plaz + by + g = o}

e’ N’

ce qui est bien ’équation d’une droite dont le vecteur normal est ™ = (Z)

(iii) Soit € le cercle de centre Q(w) (w := a + ib) et de rayon R.

M(z)e€C & QM*=R?
|z —w|* = R?
(z—w)(z—w)=R?
77— wZ —wz +ww =R’
Z—wZ—wz+a’+b0°—R>=0
€R
M(z) €€ & 2z—wz—wWz+k=0 en posant k =a”+ b — R%

=
=
=
=

(iv) On pose z = = + iy et w = a + ib.

Z—wi—-wz+k=0 & 2®+y*—2(azx+by)+k=0
s (z—a)’+y-0*-a®-b+k=0
Z—wi—-wz+k=0 & (z—a)l+@y—-0)> =|w>—k

e si [w|? <k, alors il n’y a pas de solution.
e si |w|? =k, alors (z — a)*+ (y — b)? = 0= (z,y) = (a,b), don § = {Q(w)}.
e si [w|? > k, alors on pose R? = |w|* — k et on obtient I’équation du cercle de rayon R
et de centre Q(w).
n
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