Définition de e* pour z élément de C.
Propriétés. Etude de la fonction de la

variable réelle ¢t — e* et plus

généralement de t — e ot a € C.
Applications. (Version algébrique).

Pré-requis:

¢ Notion de groupe (en particulier (R, +) et (T, -)).

Définition d’un homomorphisme de groupe.

Définition de €® pour z € R et ses propriétés (équation fonctionnelle, sa dérivée).
Définition du cosinus et sinus réels et leurs propriétés.

o
o
o
¢ Les nombres complexes (en particulier, le module et la conjugaison).

0.1 L’exponentielle complexe.

Proposition 0.1.1.
Soit I'application
p: R — U
t +—— cost+isint
ou U= {z € C|z| =1}.
Cette application est un homorphisme surjectif du groupe (R, +) dans le groupe (U, -) dont
le noyau est:
Kery = 2n7Z.

Démonstration. Montrons que ¢ est bien définie:

Vt € R, lp(t)] = Vcos?t +sin®t = 1.

Montrons que pour tous z, y de Rt o(z + y) = ¢(z)p(y).

olx+y) = cos(z+y)+isin(z+y)
= coszcosy —sinzsiny + i(cos zsiny + cos y sin z)
cosz(cosy + isiny) + isinz(cosy + isiny)
(cosz + isinz)(cosy + isiny)
plz+y) = e@e®)

¢ est donc un homomorphisme du groupe (R, +) dans le groupe (T, -).

Soit 2 = a + b € U avec a, b deux réels, alors a? + b? = 1, par conséquent a € [—1,1]. Or
la fonction cosinus réelle réalise une bijection de [0, 7] sur [—1, 1], il existe donc ¢ € [0, 7] tel
que cost =a. De plus, > =1 —a? =1 —cos?t =sin’t et donc z = cost + isint, c’est-a-dire
 surjective.



Cherchons maintenant le noyau de ¢: Kergp = {t € R|p(t) =1}, or
p(t)=1 & cost+isint=1
cost =1
sint =0
p(t)=1 & t=2km, oukeZ
Donc Keryp = 277 ]
Conséquences immédiates: Pour tous s, ¢ dans R,
* (s +1) =p(s) - p(t).
* p(s)p(—s) = 1.
* ¢(s) #0.
Vu les propriétés de la fonction ¢ mises en évidence lors de la démonstration précédente,
on peut poser tout naturellement:

o(t) = e™.

[0 Définition 0.1.2.

|
. Pour tout z =z +1y € C (z, y dans R), on définie ’exponentielle complexe par:
| e” 1= e - eY.

Notation: Comme pour ’exponentielle réelle, on notera indifféremment 1’exponentielle
complexe: €* ou exp(z).

0 Propriétés 0.1.3.
L’exponentielle complexe vérifie pour tout z,w € C:

exp(z +w) = exp(z) exp(w).
exp(z) exp(—z) = 1.

exp(z) # 0.

exp(z) = exp (%) .

|6Z| — eRez_

Démonstration. Dans tout ce qui suit, on écrit z = z; + 129 et w = wy + 1wy O 21, 29, Wy €t
wy sont des réels.

(1) ez—l—w — ezl—l—wl—l—i(zz—l—wz) — ezl—l—wl . ei(zz—l—wz) = e?leWl eizzeiwz — ez1+izzeUI1+iUI2 = e%e¥.

(ii) D’apres (i), efe* =e** =€ = 1.

(iii) e* = e*'e™2, or e* > 0 et €2 € U donc €* # 0.

(iv)

EXpz = e -e2 = e . (coszg +isinze) = €* - (coszg — isin zp)
= € - (cos(—2y) +isin(—z)) =€ e = 172 = ¢7

(¥) [e7] = e - €] = e - e = .



0.2 Les fonctions t — e®, avec a € C.

[ Théoréme 0.2.1.
Soit g: t € R — e*, avec a € C. Alors, pour tout naturel n,
dn

@g(t) =a"g(t).

Démonstration. Nous allons démontrer par récurrence sur n que pour tout entier naturel n,
D"(g) = a™g.

n = 0: C’est évident.

n=1 %e¥ = qae®.

n — n + 1: Supposons que pour un certain rang, % g(t) = a™g(t) et montrons que cette
relation reste vraie au rang n + 1:

dn—|—1 d dn
dtn—ﬂg(t) = E(@Q@))

d
= — (a"g(t
2 (ag(e)
(par hypothése de récurrence)

- Y

dt
dn+1

dtn—Hg(t) = an+19(t)

Donc, pour tout naturel n, %g(t) = a"g(t). [

0 Propriétés 0.2.2.

(i) Les formules d’Euler: Pour tout réel ¢,

eit 4 it
cost = ———
2
et
pit _ it
sintf = ——
21

(ii) La formule de De Moivre: Pour tout réel ¢ et tout entier n,
( eit)n — eint

¢’est-a-dire:

(cost + isint)™ = cosnt + isinnt.

Démonstration. Ces formules découlent directement des définitions. ]



0.3 Applications.

Un calcul de somme.
Pour a € R et b € R*,

n—1 n—1
Z cos(a+kb) = Re ( ei(‘“’kb))
k=0

n—1
Z cos(a + kb) = cos
k=0

De la méme maniére, on a:

n—1 n—1 .
, — Eb
Y "sin(a + kb) = Im ( ez(“"'kb)) — sin (a L b 1)) sin (59)

k=0

s

Conséquence: Calcul de cos 15
Dans (1), on prend a =b =7 + 5"~

Im+17
(k+ D7 il (k+ D7
= 1 ) = (—1)F Akl
cos(a + kb) cos((k+ )T+ o T 1 (—1)"* cos 1
d’out
n—1 n kn
_ 1\E
Zcos(a—i—kb)—Z( 1)" cos <2m+1>'
kZO kZI\ -~ o
=ay
De plus,
b(n—1 -1 1 -1
ot (n ): rr T n :W'(m—i- )(n ),
2 2m +1 2 2m+1
1 b 1
My (e T\ mtl) b mAL
2 2m +1 2 2m +1 2 2m +1
Ainsi,
n . .nUn+U
( (m—i—l)(n—l)) s1n(7r 2m—|—1)
ap =cos | 7+ - — — :
k=1 2m+1 S (7T' 2m—|——|—11)

En prenant n = 2m + 1, on obtient:

2m—+1

jz: ap = 0.
k=1

4



Puisque a;, = (—1)" cos (522-), alors a; = Gomi1—k-

2m—+1
Or
2m—+1
Do = Zak+ 5>+ i
k=1 k= m+1
= Zak-i- Z Qomt1-k + 1
k= m+1
= Zak-l—Zaj—i-l en posant j =2m+1—k
m
= 2-Zak+1
k=1
Donc

m
E ar = ——=

k=1

Calculons maintenant ay4; + ax—;:
: k+4)m i (k=)
; o= (=1)ktI (4 —1)kd
Qi + Qi (1) cos<2m+1>+( ) cos<2m+1
, km jm . km . jm
= — k+j .
(—1) (cos <2m+1> (2 1) sin <2m+1> sin <2m+1>>
. km g
_1\k+i ; . g
0 (oo (1) o (i) +90 (n'er) o0 (2253 )
; km
= 2(=1)¥ -
(-1) cos<2m+1> cos <2m+1>

Qi + Qp—j = 2a50a;.

Prenons le cas m = 8 et posons
T :=a1+as+ a4+ ag et To = Qg + a5 + ag + ary.
Alors, 1 + 22 = —1 et

T1Toa = a103 + A105 + G10g + A1G7 + AaAg + Aols + Qolg + AoQ7 + Q403 + G405 + A406
+aqa7 + agag + agas + agas + asar
1
= 5-(a4+a2+a6+a4+a7+a5+ag+a6+a5+a1+a7+a3+ag+a4+ ag
=asg
+as +ar+ a1+ a9 +ai + ap +a2+ ann +as3+ ann +as + a3 +az+ as
N~~~ ~—~— ~—~— ~—~ ~—~— ~—~—
—=asg =ar =ag =ag =a4 =as
“+a9 + as +a1)
~—~—
=a2

1
= 5(4(a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+ag))

T1Lo = —1.



Donc z; et 2, sont solutions de Péquation 2+ 1z —1=0. A = T or 2y = —cos T +cos 22 +
cos‘i—?—i—cos’i—;T > —1+%+%+0=0d0nc

V17 -1
—

I =

On pose maintenant y; := a; + a4 et y2 := as + ag ainsi y; + yo = 1 et

Y1Y2 = a102 + ai1ag + G409 + 403
1
= 5'(a3+a1+ Q9 +a7+ ag+ a2 + aio +a4)
=asg =as
1
Y1y2 = —Z-

Donc y; et y» sont solutions de I'équation y* — z,y — ; = 0.
A:x%—i—loryl:cos‘l—”—cosl%SOetyQZOdonc

17
IEI—\/IE%‘i‘l

Y= 9

a; = cos (%)
= 2cos? (%) -1
= 2(2c0s2 (17T—7)—1)2—1

= 2 (4cos4 (f—7) — 4 cos? (%) + 1) -1

as = 8aj —8a2+1

Mais,

Donc a; est solution de 8a* — 8a? +a + 1 — y; = 0 ce qui donne aprés résolution avec des
radicaux:

COS — =

T 1 +v2V/17 =17 — /17
16

+\/68+ 12v/17 + 2v2V/17V/17 = V1T + 6v2V/17 = V17
16 '



