Théoréme de 'angle inscrit: ensemble
des points M du plan tels que ’angle
orienté de droites ou de demi-droites

MA, MB ) soit constant. Cocyclicité.
Application.

Pré-requis:
o Notion d’angle orienté de vecteurs (En particulier, la relation de Chasles.)
o Propriétés angulaires d’un triangle ABC"

(AB;,Ad) + (Bd,B/f) + (CA>,CB;) = 7[27].

o Définition de droite, demi-droite et cercle .

Cadre: On se place dans un plan affine euclidien orienté P.

0.1 Théoréme de ’angle inscrit.

0, Définition 0.1.1.
' Soit € un cercle de centre O et M, A, B trois points distincts de €. Les angles orientés de
|

vecteurs (M A M §) et (O_A> , O? ) sont appelés respectivement angle inscrit et angle au
|
, centre.

M

angle
au centre

[J Théoréme 0.1.2.

Théoreme de langle inscrit
Soient M, A, B trois points distincts d’un cercle de centre O et T un point de la tangente en
A (T # A). Alors,

((ﬂ’,(ﬁ) z2(1\ﬂ’,m) z2(ﬁ,ﬁ) [27).
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Démonstration. La somme des angles orientés du triangle M AO est égale a 7:

(MX,Md) n (Ad,AM) + (OW,O?) = n[2n].

Or le triangle M AQest isocéle, donc (m, W) = (ﬁ, m) 2], d’ot1

2 (MA>,MO>) + (OM,O/(\) = 7[27].

Les méme considérations dans le triangle isocéle M OB meéne a 1’égalité analogue:

2 (MO\,MB;) + (OB;,OM>) = 7[27].
En ajoutant les deux égalités, on obtient:

2 (1,310) + 2 (0, 318 + (011,02 + (08,001 = oj2a

d’ot, par la relation de Chasles;

2 (MX,MB?) + (OB?,OX) = 0[2r].
En utilisant la relation de Chasles et le fait que la tangente est orthogonale a (OA), on a:
2 (ﬁ,ﬁ) =9 (ﬁ,@) 42 (ﬁ,ﬁ) =742 (ﬁ,ﬁ) [271].
Or la somme des angles orientés du triangle isocéle AOB étant égale a 7, on a:
2 (w,ﬁ) = (O_A’,(ﬂ’) [27]

d’on,

2(@,1@) =n14+7— (O?,O—ff) = (07,0?) [27].

Corollaire 0.1.3.
Soient M, A, B trois points distincts d’un cercle de centre O et T un point de la tangente
en A (T # A). Alors,

(ﬁ,AB?)E(MX,MB?) (7]

_ C’est-a-dire P'égalité des angles orientés de droites.
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Démonstration. Du théoreme de I’angle inscrit, il résulte:

2 [(ﬁ,AB?) — (MX,MB?)] = 0[27]

et 0 et m modulo 27 sont les seuls angles orientés de vecteurs dont le double soit nul,
[(ﬁ,AB’) — (MA’,MB’)] est égal & 0 ou m modulo 27, d’otl

(ﬁ,ﬁ) = (mm) [7].

0.2 Lignes de niveau de M € P — (MA>,MB>) (7] et [27].

Théoréme 0.2.1.

Théoreme du cercle capable.
Soient A et B deux points distincts de P, « un réel, et

sz{MEfP‘(m,m) =a[7r]}.

o Sia=0[r], alors I'; = (AB).
o Si a Z0[r], I'; est le cercle passant par A et B et admettant pour tangente en A la
droite (AT) définie par (ﬁ , AB ) = «[m], privé des points A et B.

Démonstration. La premiére assertion est évidente.

Soit O lintersection de la médiatrice de [AB] et de la perpendiculaire & (AT) en A, on
notera C le cercle de centre O et de rayon (OA).

Si M € €\ {A, B}, le théoréme de ’angle inscrit donne:

((ﬂ’,()?) =2 (mm) —9 (ﬁ,ﬁ) [27]
et on a comme dans la démonstration précédente
(m , MB ) = afr],

dou M e I',.



Réciproquement, si M € I';, les points M, A, B ne sont pas alignés et 'on peut définir
le cercle € circonscrit au triangle M AB. Si O’ désigne le centre de €' et (AT") la tangente &
€' en A, alors le théoréme de I’angle inscrit montre que

((ﬂ),(ﬁ) z2(1\ﬂ’,m) z2(ﬁ,ﬁ) 2]

soit encore

, aln],

(57 )

ainsi

(ﬁ,ﬁ) = (ﬁ,ﬁ) 7]

d’ou (AT) = (AT"). Les cercles C et €' passent par les points A et B et admettent la méme
tangente en A. Ils sont donc égaux et M € C\ {4, B}. u

Théoréme 0.2.2.

Théoréeme de l’arc capable.
Soient A et B deux points distincts de P, & un réel, et

F2W={M€T‘(m,m) =a[27r]}.

o Si o = 0[27], alors I'y, = (AB)\|AB|.
o Si o = 7[27), alors 'y, =]AB],
o Si a Z0[27], T'y; est un arc de cercle passant par A et B. Plus précisément, si T est

un point distinct de A tel que (ﬁ , AB ) = «af2r], Pensemble I'y; est 'intersection du

cercle € passant par A et B et admettant (AT) pour tangente en A et du demi-plan
ouvert de frontiére (AB) ne contenant pas 7.

VW

T

Démonstration. Seule la derniére assertion n’est pas évidente. Soit @ Z0[x].

(MA ?) _ (m,m) = aln]
B sin(m,m)-sina>0.
La condition (m M §) = a[n] équivaut & lappartenance de M au cercle € (théoréme du

cercle capable). Il suffit donc de vérifier que la deuxiéme condition équivaut a ’appartenance
de M au demi-plan ouvert dont parle I’énoncé.
On choisit un repére orthonormé direct (A4, 7’,7) tel que AB = A7 avec A = AB.

Comme le déterminant ‘MA,M? ‘ dans la base (777, 77") est MA - MB - sin (MA,Mﬁ),
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son signe est celui du sinus. En notant M(z,y), MA et M B ont pour composante res-
pectives (—z,—y) et (A — z,—y) d’ou on déduit ‘MA,ME“ = Ay, or A est positif, donc

sin (M A M §) est du méme signe que y. Par conséquent, sin (M A M §) -sin @ > 0 équi-
vaut & lappartenance de M au demi-plan P; délimité par (AB) dans lequel y - sina > 0.
Pour tout point T de la tangente en A (T' # A), alors d’aprés le théoréme de I’angle inscrit,

on a (ﬁ 4B ) = ofr]; par conséquent, (ﬁ 4B ) = of27] si, et seulement si on a de
plus sin (ﬁ, ﬁ) sina > 0, ou encore ‘ﬁ, ﬁ‘ -sina > 0. En posant T'(z,y), les compo-
santes respectives de AT et AB sont (z,y) et (A, 0) et on a: ‘ﬁ,ﬁ

= —Ay. On a donc

sin (ﬁ 4B ) sin & > 0 si, et seulement si T est dans le demi-plan ouvert P, ol y-sina < 0,
c’est-a-dire dans le demi-plan opposé a celui de M. [ ]

0.3 Condition angulaire de cocyclicité.

Théoréme 0.3.1.
Soient A, B, C et D quatre points distincts du plan euclidien.
Les points A, B, C, D sont cocycliques ou alignés si, et seulement si on a:

(CA,CB) = (DA, DB [x].

Démonstration. Si A, B, C et D sont alignés, on a (CA>, CB;) = (D/f, DB;) = 0[x]. Si A,
B, C, D sont cocycliques, le théoréme de ’angle inscrit implique

2(071’,6?) =2(1ﬂ’,ﬁ) - (07,0?) (2],

don (C/f,CB?) = (D/f,DB?) 7).

Inversement, on suppose que (CA> , CB ) = (DA> , DB ) [7]. Alors A, B, C sont alignés
si, et seulement si A, B, D sont alignés car cela correspond a la nullité de ces deux angles
modulo 7 et & alignement des quatres points. Si A, B, C sont non alignés, alors A, B, D

ne le sont pas et il existe deux cercles € et €' circonscrits respectivement &4 ABC et ABD.
Si T (respectivement 7") est un point de la tangente en A & € (respectivement & €') différent

de A, on a, par le théoréme de ’angle inscrit, (ﬁ , AB ) = (C_A> , CB ) [7] (respectivement
(AT?,AB?) = (DX,DB?) (r]) d’ou (ﬁ,ﬁ) = (ﬁ,ﬁ) 7] et (AT) = (AT"). Les

cercles € et €' passent tous les deux par A et B et ont la méme tangente en A: ils sont donc
confondus et les quatres points A, B, C, D sont cocycliques. [ ]




0.4 Applications.

(i) La droite de Simson Soit ABC un triangle non plat et M un point du plan. Les
trois projetés orthogonaux de M sur les droites (AB), (BC), (C A) sont alignés sur une
droite, appelée droite de Simson de M, si, et seulement si M est sur le cercle circonscrit
a ABC.

(ii) Théoréme des siz cercles de Miquel. Soient C;, Co, C3, €4 quatre cercles du plan, on
appelle A;, By les points d’intersection de C; et Cy, Ag, By les points d’intersection de
G, et C3, As, B3 les points d’intersection de G5 et C4, A4, B, les points d’intersection
de C4 et Cq. Si Ay, As, Az, A4 sont cocycliques, alors By, By, Bs, B, le sont aussi.

(iii) Le point de Miquel Soit ABC DEF un quadrilatére complet, c’est-a-dire ABCD est
convexe, E est I'intersection de (AB) et (CD), F' est l'intersection de (BC) et (AD).
Les quatres cercles circonscrits aux triangles ADE, ABF, BCE CDF ont un point
commun M, appelé point de Miquel du quadrilatére complet.
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Démonstration. (i) On écarte le cas trivial ou M est en A, B, C. Soit P, @, R les projetés
orthogonaux de M sur les trois droites.
Comme PCM et QCM sont des triangles rectangles qui ont la méme hypoténuse, C,
P, () et M sont cocycliques, et I'on a:

(W,W) = (cﬁ,c—z\f) = (C_A>,CW) [7].

Les triangles rectangles RBM et PBM ont également la méme hypothénuse, B, P, M,
R sont alors cocycliques et on a:

(3, PR) = (57, 57) = (537, 52) .
Puisque (Pd,Pl—‘f) = (PQ>,PM>) + (W,ﬁ) [27], on a:
(73, PR) = (52,07) + (57,52) )

L’alignement de P, @, R est équivalent a (W , PR ) = O[r]; c’est donc équivalent &

(B_A> ,BM ) = (C_A> ,CM ) [7], ce qui est la condition de cocyclicité de M avec ABC,
c’est-a-dire 'appartenance de M au cercle circonscrit C.
(ii) Supposons que Ay, Ay, A3, A4 sont cocycliques.

(BlBi,BlB;) = (BIBZ,BlAf) + (BlAf,BlB;) ir] (relation de Chasles)

(A4A1>,A4B4>) + (A2A1>,A2B2>) [7] (par cocyclicité)

de méme,
(555,581 ) = (BsBs, BsAs ) + (BsAs, BsBi ) [n]
= (B4, 55, + (A, 4B I
Ainsi,

(B1B4>,B1B2>) - (B3B2>,B3B4>) = (A4A1>,A4B4>) - (A4A3>,A4B4>)

+ (A2A1>,A2B2>) - (A2A3>,A2B2>) 7]

(A4A1/,A4A3/) + (A2A1/,A2A3/) [7]
0[] (car Ay, Ay, A; et A4 sont cocycliques)
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Donc B;, By, B3 et B, sont cocycliques.
(iii) Avec des notations évidentes, soit M le second point d’intersection des cercles Capg
et C4pr. Par cocyclicité,

(%77

(ﬁ,m’) = (C—E‘W) 7]

et

(34, 77)

(ﬁ,ﬁ) = (W,Cﬁ) [7].

On a alors:

(Mﬁ,Mﬁ) = (ME*,MX) + (MX,MB?

SN—’

= (CE,DF) + (DF,CE ) [1]

c’est-a-dire:

(ME*,MB?) = (CE*,CB?) 7],

ainsi B, C, E et M sont cocycliques.
De la méme maniére, on a:

(W,m) = (W,E_/f) = (W,ﬁ) [7]

et

(m,J\W) = (ﬂ,ﬁ) = (ﬁ,ﬁ) [7],

ainsi

(Mﬁ,Mﬁ) = (Cﬁ,cﬁ) 7]

c’est-a-dire C, D, F', M cocycliques.



